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ІІГ МЕТОДЫ ИЗОБРАЖЕНИЯ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ МНОГОГРАННИКОВ. 

Ь ПРОЕКЦИИ И ИК ЗНАЧЕНИЕ 

РассоііатриБіін вяаимоотнопіешл раздивдых наиравдений н 
идоскостей Б ігрос^фанстве, йіы ложем иссдедовать зти жш- 
моотиошения нрн ігомопщ тех л.іл иимх намерений, имел 
нелосредственпо перед собой н.ін простралствоЕную фигуру, 
влл ее изображение, связанное соответственным образом с 
далпой фигурой. Одлако, прнмедеше измернтельиых приемов 
к изображению (|лігуры осуіі!;есттввмо только в том случае, 
ес-ти имеющееся изображепие дает возможность віголпе точно 
восстановить изображенную пространственную фиг^фу со всеми 
ее особенностями и взаимоотпоіпениями ее отдельных частей. 
Этого возмо;кно достигнуть только в том случае, есш между 
данной пространственной фигурой н ее изображением суіце- 
ствует вполне онределеплая связі», устанавливаемая известныэш 
правила™, на ословании которых и получается изображение. 

Всякое изобраікение, связанное некоторой определенной 
зависимостью с изображаемым преді^Еетом, носит название 
проекция данного предмета. Б виду того, что графическое 
решение вопросов п шнимстрии, т. е. таких вопросов, которые 
ограничиваются иеследоваипем соотноінеітй меяіду точками, 
прямыми и кривыми линиями, принад.тежаіцпмж одной и той 
же плоскости, отличается особой простотой и легкостью, 
обычно нрименяют проекцию предмета на плоскости, и только 
в особых случаях проектируют на некоторых кривт поверх¬ 
ностях или строят цространс'гвенную модель. 

Проеютруя нространственпую фигуру на плоскости, мы 
заменяе>1 оространсі’венные элементы другими элементами, 
находящимися на некоторой произвольно избранной нами 
плоскости, причем изображаюнще элементы должны на^о- 

1 * 




4 


Методы піюбражеопя іфгіеталлнчестіпх дшогогр я панков 


диться В определенной, тощо установленной, условной связи 
с изобрашаемыми ттроіѵгракственііт.т^ги оленептамл. Слотря во 
то:яу, какую преследуют цель, строіг проекцию на плоскости, 
употребляются разжчние виды проекций. Если от пуобра- 
мнения в первую очередь требуется наглядность, то предме^ 
проектируют так же, как обектпв (Іютографпческой камеры 
і[роектпрует их па светочувствител]>пуіо пластинку, т, е» при¬ 
бегают к так называемому перстіеіегивпому изображеппю, жти 
п ерсіі активно й проекцвл. 

Если же ікелателыго югеть такое изображешге, котором 
можно было бы при ігомоііці определенных операций проіы- 
водить те измерения, которые мьг :\іожем делать, пмея в сво^ 
расіюряжепии самый проектируемый предмет, то приходится 
применять другие виды проекций, Ероіге того, .мы ігожем преД' 
ЛВЛЯТІ 1 к проекции еще и требование простоты связи между 
:ае>іентамп изображаемого предмета и пх пзобраягеппяа^® 
проекции. Такай простота связи обуславливает быстрый и 
легкий переход от проекции к действительному положемш 
:»леменгов предмета в пространстве и, паобо|>от, леіЖ'ое по¬ 
лучение самой проекции, 

2. ПРОЕКЦИИ, ИРІЕМЕНЯЕМЫЕ ИРП ИР.ОБРАНІЕПіШ ■ 
Ь’ РИ СТАЛ,1 ИЧ ЕСКИХ МИОГОІ'РАІ И Ш КОВ Т1Л 
И-ІОСКОСТИ. 

Для ияображепил кристаллических многограииикол обыч® 
яриленяются проекции, дающие ияображепие зшогограіга^ 
па плоскости. 

Для ііроеіггирования криста^оов наиболее утштребителытыми 
и удобными являются следуюпще виді^і проекций: , 

1) Лилейная и гпозшдпчесіаія проекции. 

2) Грамма — л гномостереографсческие проекции, 

В) Ортогональные щ^оекцип. 

Линейная, гпо.модичесюгя н стерсоірафичсские проеісдйи 
уно'гі)еблліотся во всех тех с>тучаях, когда необходимо пзо- 
бра’.шть на плоскости только угловые величины. 

Ортогональную проекцию уііоту^ебляют д,іл получения ри¬ 
сунка кристалла. Так как при изображеотгн крпстзилла на 





Ироеіщші, применяемые лрн яаобрші;ениіі кристалліічешіх п т, д. 5 


ПЛОСКОСТИ ,ліогут преследоват]>ея ра:>*іпчлыо, заранее иоста- 
вленныс дели, в зависимости от которых и выбирают тот 
или другой вид проекции, то МІ 1 І прежде всего должны дать 
себе лспый оі^іет в том, ігакую цель мы будем иреследовать 
Ирл изобра:кепии кристаллического мпогограт[ика па плос¬ 
кости. 

Поставим себе задачу: изобразить на ллосішств все те 
элел[енты данного криедилического многогранника, кото¬ 
рые, но самой своей суищости, лвляш’сл лостояпиыми и 
вполне определенными олег^юнтами, 0 .:іужаіиимн отлиадтельлой 
особенлостыо данного кристаллического многогранника. Если 
мы поставим себе такую задачу, то при изображении кри- 
стахіического зшогогранпика будет всего выгоднее иримелятг, 
такие проекции, в которых, с одной стороны, было бы в]юже 
отчетливо изображено все то, что является суіцествеииылі 
для хараысеристйки даршого крисггалла, а с другой стороны, 
оченіі желательно соверінснно избежать изображения всех тех 
элементов кристал^іического млогограішика, которые являются 
чисто случайными, нере^гепньпш и еовериіепео пе влияющими 
на основу характеристики кристал,іического веіцества. Уакои 
иостоянства угловых величии в кристаллическом мдогогран- 
нике соверигепно оиределеріно указывает на то, какие оле- 
мептм кристаллического зшогограшшка лвллюч’ся постоянкымн 
и осноЕиыаш д,ія крисгахта. Таішми иостояипыми злемеп- 
тами лвляются исключительно углы. 

Если мы будем ие]}едвигать некоторые грани кристал.ііь 
ческого ^псогограшіика параллельно самим себе, оставляя 
другие грани в их иервоначальиом положении, то мы можем 
очень с:ильЕО изменить внешний вид крнсч’алла, хотя все 
ѵі’ловые его отиоіііеішя осіапутся ирежиизіи, Б самом деле, 
при иараллельнойЕ ттеремеіцеиии градей крпеіахла углы зіежду 
гранями не изменяются, точно так ліе не измеияготсл и 
углы меліду ре братіи при их иер е]меіцении нараллельно самим 
себе. В виду этого, мы зшжем сделать вывод, что различные 
і^лементы кристаллического многогранника имеют разное зна- 
чеине для его характеристики и можем, при изобршкеиии 
крисіхчла в проекции, совершенно устранить из лзображепия 
все те элементы кристіілл и ческого ^шогограишіка, которые 
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Методы изображенил к]>истал-іпчесілія: лтногогралнишв 


не ЯВЛЯЮТСЯ для пего оуіцеетвеааылш* Такпмп пееуігг^ествеН' 
ниш эле,^іет’ами должны бытг» іфи:шаен длиеы хіебер и 
ра:імеры граней. Кроне того, при инображеиип кристалла, 
необходнзю выбрать такой вид проекции, чтобы все угловые 
вешчпян іфпсч алли ческого шіогограгішіка высі упали б ы 
паиболес ре:жа и отчетливо. Бооб]де, :\іоіішо Припять, что 
наиболее иодходніцей для пяображения к]}исч’алличесіа)го 
НПО го гра шика будет такая его ііроекдия, ва кочорой можно 
ігепосредстпенЕО отсчитыватгі углы .^[ежду тени і’еонеч’ргь 
чесншнп обра:^ани, которые ияображаіот грани и р( бра іс]ш- 
сталла. Кроме того, такая ироекдиіі соверпіешіо не должна 
содержать в себе лиобраікеиил длин ребер и нлоідадей граігей, 
как чисто случайных эленентов, пе играшіцйх роли при ха- і 
рактерпстике даипого кристаллического воігі;ссттш. 

Для того, чтобы усфаилть все случайные эленетчл крп- 
стахіического лшогограннпка, мы ноікем ііеі>ед нроемиро- 
ваішен иодиергиуті» его такому пяменению, ирн котором ис¬ 
чезают все длины и размеры нлоночдей, л о в то же врелш 
остаются и ігеітрикосмовепиости все угловые величины, харш- 
ч'еризуюні.ие данный миогогранипк. Этого легко достигнуть 
следуіолщм образом. 

Возьмем в иростраіідгве (рис. 87) какую-нибудь тоюсу і 
и буде>[ іісреносич'ь все грани и ребра крисіа.іличсского 



маогогранггака наратлелі^но саішм себе до тех нор, пока 
они не пройдут через выбранную нами чочку. При таком 
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переносе граней и ребер з[ы получим вместо первоца- 
ва^іьно Біштоі’О паші иного ранника, так называемый^ пучек 
граней и ребер* Избраяяал точка б иросфанстве, в которой 
пересекаются все грани и ребра, получает название центра 
ніого пучка. 

Б таком пущее ітрямих .іишій и іідоекостей мы можем 
каждую линию и каждую шоскосі ь продолжать бесиредельпо, 
совертеняо не изменяя тех углов, которые они образуют 
между собой, причем все оти углы будут в точиости равны 
уімам между соответсівепиыми гранями и ребрами проекти¬ 
руемого крист аілическоію мноіюграііника. І’аким образом^ за- 
мештв взятый криста^тлический некого грапыик пучком граней 
и ребер, мы устрапи.іи все случайные олсмеяты — размеры 
площадей и длины ребер, сделав их неоиределешіыми, л 
кроме того сохраштлп все величины, суідествеияые для харак¬ 
теристики данного крис'иілла, а нлЕеыпо величины углов между 
гранями и между ребраш. 

Заменив данный кристаллический миогогранпик пучком 
граней и ребер, мм можем уже проекЕировать этот ітучек иа 
іпоскос'ги, называемой плоскостью проекций, применяя те 
ідшвила, которые относятся к данному виду проекций. В 
этом случае, как было уже сказаио, мы можем применять 
два вида проекций. 

1- ый вид. Линейная и гиомоническая ироскции. 

2- ой вид. Грамма — и гномостсреограі|іические проекции. 

Каждый из этих двух видов проекций содержит в себе 

две проекции: одну прямую, нолучаемую непосредіггвеппмм 
изображеішем данного пучка граней и х^ебер, я другую — 
полярную, получаемую путем изобраяіепня пучка, полярного 
данному. 

3, ЛИНЕЙНАЯ И ГИОМОНИЧЕСКАЯ ПРОЕКЦИИ. 

Линейная проекция* При изображении пучка граней 
и ребер в линейной проекции за плоскость чертежа прини¬ 
мается нлоскостъ, лежащая выше центра пучка, причем за 
проекции граней пучка принимаются лилии их пересечения 
с плоскостью чертежа. Ироеюхиямл ребер служат то^вш 
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^Іотодід инображепия крт“тал.іііічесіпіх лиогогрангігіьов 


пересечения ребер іп^чка с плоскостью черчежа. Расстояние 
центра ярка от плоскости проекций илперяется длиной 
перпепдикуляра, опуіцешого іѵл центра пучка [{а іілоскості> 
чертежчЯ., 

Точка пеіюсечеііия отого иерпендикуллра с плоскостью 
чертежа принимается ва центр круга», оішсі.пкяемоі ’0 па іілоо 
коста чертежа радиусом, равным расстоянию іцпііра пучка 
от плоскости чертежа. 

При таком построении, положение центра круга па плос¬ 
кости чертежа и радиус итого круга соверіпсігпо точно оире- 
деляіот положение центра пучка относип^ельпо плоскости чер¬ 
тежа и его расстояние от этой плоскости. Кроме того, все 
ЛИНИЙ пересечения граней и ребер нучіса с плоскостью чер¬ 
тежа прннимают соверпіепно определепное положение иа 
плоскости чертежа. 

Определение положешііі проекции перпендикуляра, опу- 
]п,еяиого ИЯ цстггра пучка и а іілоскогть чертежа, п знание 
д,типн этого перпендикуляра еоверіііепио необходимо для того, 
чтобы липеппая проекция пучка граней и ребер была вполне 
определенной. 13 сазіо^і деле, двигая но плоскости чертежа. 
]іроекцию перпендикуляра, оиуп^ешого из центра пучка, мы 
будем в то же время иерелгеищть все мшіт и 'гочки иере- 
сеченил граней и ребер пучка с плоскостіло чертежа. Из¬ 
меняя расстояпие цешра пучт от плоскости чертеяпг, зіы те:^і 
самым будем изменять расстояии}і .іипейннх проекций гі)анеіі 
и ребер іучкіх от проекции иериенднкуляра, оіптцеішого нз 
центра пучка. 

2) Гпомопическая проекция. Для изображеггал пучка 
граней и ребер в гпомонической проекции заменяем каждую 
грань пучка пернендику.ігяром, восставлеішым к ней п.ч центра 
пучка, а каждое ребро пучка заменяем ігерпепдикулярыой к 
нему плоскостью, проходя іцей через цетр пучк^н Сделав 
такие замедьг, мы получаем ііучек граней и ребер, полярный 
первоначальному пучку. 

Построив .іияеМую іі])оекцщо нолярдого пучка, полутам 
тномонйческую проекцию первоначально взятого пучка граней 
и ребер. 



Общие свойства липеивой п гиомоаической проекіцш 
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4. ОБІЦИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНОЙ И 
ГИОМОНИЧЕСЕОЙ ПРОЕКЦИЙ, 

На осЕОваіши об[[иіх правил построения ,тпейпой проекции^ 
цринимаезі плоскость, находящуюся выпіе центра пуяка на рас- 
стояіши Л, за плоскость чер¬ 
тежа (плоскость ироекіщй) 

(рис, 88), Пусть ота плоскость 
будет ЗIN, ііерпендикуллрпая 
к плоскости верхнего рисунка 
іт ііересекаюіцая уту послед¬ 
нюю по ,тнтіи 31К На нпж- 
ііем рисунке (того же рис, 88) 
плоскость сов>геіцепа с 

гглоскостью чертежа, причем 
круг, изображеЕН!^й на нижнем 
рисунке, имеет цептр О при 
длиі[е радпуса Л = 05. 

Представим себе какое-нибудь направлелпе 5Д ирохо- 
дяіцсе через цент]) пучка 8 и лежащее в плоскости верх¬ 
него рисунка (рис, 88). Р) пересечении с плоскостью МN 
направлеігие 8В даст топку Ь. Эта точка и будет .линейной 
проекцией данного нанравлеиия 55. Тактш образом, все 
пропиле пучка в .шпейной лроекции изобразятся на илос- 
кости чертенка ЖІѴ в виде точек, находящихся иа различ¬ 
ных расстояттях от центра проекций О. 

Различие в расстояииях проекций ребер пучка от центра 
О будет находиться в прямой зависимости от величины угла 
08к В самом де.іе, если 08 будет перпендикуляр, оиу- 
щент.[й ив цеіггра иучка иа илоскость проекций ЖД, 
то из прямоугольного треуголышка Ь08, где ІЬ80 а, по¬ 
лучаем: Ііі§ а. Так кіік Іі является ве.татаиой по¬ 

стоянной, то расстояние ОЬ проекции ребра пучка от центра О 
будет ііряліо пропорционально тангенсу угла нактооа ребра 
56 к нормада 08. 

Положим (рис, 89), О ][редставляет собою точку пересече- 
няя с плоскостью чертежа перпендикуляра, опущенного из 
дептра пучка на плоскость чертежа. Радиус круга 05, они- 
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Методы и:юбраженііл іфасталличееі:ііх многограи пиков 


санного иа плоскости чсртел;а ш цептра О равен расстоянию 
центра пучка от плоскости черте.жа* Прішая — мі- 
иейная проекция одпой из плоскостей пучка, 

д ІІроведеіі через точ¬ 


ку О диаметр сіа^ лер- 
тіеидику.тлрный к ли¬ 
нии Прпнав этот 
диаметр за осі, враи^е- 
итг. тіптАг^тіггіім ттяііт 




чтобы точка в, на¬ 
ходящаяся да окруи^ 
ности и лежащая на 
радиусе, и ери еидику- 
ллриом к дпамо'іру (Іщ 
ока:яиась иод илос- 


5 


Рис. аэ. 


костью черччзжа на периеидикуляре, іюсставленпом из 
точки О к илоекости чертежа вниз. Так как 08 равно рас- 
стоіішію центра пучка от плоскости чертежа, и после пово¬ 
рота (1>[ігурііі вокруг оси ёа на 00“^ линия 08 будет ііернен- 
дикуляриа к плоскости чертеяіа, 'Ш тотаа 8 ноатіе такого по¬ 
ворота совпадет с цеи^гром пучка. І^ооблщ, после поворота 
вокруг оси (Іа^ все то'ши плоскости чертежа выйдул^ из 
:тгой плоскости, кроне точек, находящихся па оси враіцения, 
которые все останутся в плоскости чертежа, в том числе н 
точка а. 

Так как точка а сохраняет свое пололшние на плоскости 
чертежа, а тсяша 5 после поворота совпадает с центром 
пучка, то прямая 8а будет представлять *типліо нересечепяя 
плоскости, изображепЕОй в линейной проекции линией 
с плоскостью, проходяиі^ей через центр пу^ша и лигшю сіа, 
причем обе эти плоскости будут взаимно перпендикулярны. 

На оеновашіи этих соображений, мы всегда можем опре- 
де,тть угол 08а наіаона изображаемой плоскости к ііер- 
пенддкуляру, опущеиному из центра пучка на плоскость чер¬ 
тежа. 1ІСН0, что такое онределедие можно сделать только 
в том случае, если на плоскости чертежа нам даш: 1} ио- 
дожѳние перпендикуляра, онуп^енного из цен'гра пучка О, 


I 







Общие свойства лпнейцон гноііоническоГі іроекдий 
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2) расстолине этого центра от илоскости чертежа 08 я 

3) жвеаная проекция грани 

1ІЭ всего только что изложениого быводи:\[ очень про¬ 
стой метод онредедешія угла наклона ігросктируеиой грани 
к перпендикуляру, опун[,енЕОму из цент|т пучка на плоскость 
чертежа. Этот метод состоит в следующем* Проводим два 
диаііе^гр а: р 5 — и ар ал ле л ьн ы й ли гг е й пой і [ р оек ци и изобр а;к не¬ 
мой плоскости^ жіа — пер тіендикул ярят, иі этой проекции* Сое- 
дипяем ирямой линией один из концов иараллелтшоіо диа- 
меч'ра (натір* 8) с точкой пересечеция а ігерііеггдикулярного 
диамеіфа и линейкой проекции ллоскостіи Угол 03а будет 
искомый угол паклоиа ироектируезіой плоскости к ігерітеяди- 
куллру, оиущешіому из центра тіучка на плоскость чертежа. 

Проведя СІ8 ііериендикулярно ай, найдем точку й — ли- 
пейную ттроекцию ребра, иернеядикулярного плоскости, иво- 
бражаемой в .тпейной проекции линией 8та л;е точка 
ё будет гполоніпіеской проекцией плоскости, жяейная проек¬ 
ция которой будет линия 

>л’ол, обра:5уемьтй паиравлеігием пучка, изображенным в 
.ішпейной проекции точкой с нормалью к илоскости чер¬ 
тежа в точке О, будет равен углу зіежду лрлзішш (ІЗ ті 
08, т* е, равен углу Для цахождепия этого угла при- 

мепяем точно такой же >іетод, какой мы' применили для 
нахождения угла ^іс/кду перпендикуляром к плоскости чер¬ 
тежа и проектируемой гранью* 

Д.іш определения этого угла проводилі через точку й дед- 
тра^іьную секущую и диамечр р8, перпендикулярный і^а. 
Соедишів прямой точки 8 и 4, находизг уіюл (13 Оу который и 
будет углом между данным наиравлеиисм (І8 исрнендику- 
лярозі 8 0, оиущеннызі из центра пучка на плоскость чертежа. 
Наоборот, ессли но этому углу чребуется найти ноло^кение 
линейной проекции ребра 8й, то мы можеаі отло;кить от 
линии 80 угол (18 0, и тогда тощса 4 нересечешя линии 84 
с ценіуциьыой секущей 4а, нерпеидикулярпой к радиусу 03, 
будет искомой проекцией того наиравлешія пучіа, котарое 
образует с вертикалью данный угол 48 О* Из чертеящ ясно, что, 
чезі больше данный угол, тем больше расстояние проекции 
прямой от центра О. Ест нроекция находится на окруж- 
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Методы изобі>а;ксііия іііністалличеекііх многогранииков 


лостя круга, то такое иолошецяе еоответствуе'г углу ^ = 45^, 

Так как точка сі пахо дятел, на ряс, 89, на раеетоаяия боль¬ 
шем даты радиуса круга, то угол (і80 болі>іііе 45І 
[Іріі уі’ле 0 = 90” ребро пучка будет ііара.ілслыш плоско¬ 

сти чертежа я проекция такого ребра будет находиться бее- 
коиечностн. Бследствяе итого, в лппейпой проекции яеіиія- 
зшжио паобраинтіі граяеп и ребер, параллельных іілоско<"ги 
чертежа, 

'Гак как для я:х>ира;кеіяія гпомошіческоё проекции, 

каждая грань и ребро нучвд біггь :іамеіісііы ііериен- 
тикулярпііПіи к іит олемеиталш, то, на основании только что 
приведегшого расс-.улхдеішя, мы паключаем о певоамоікиостп 
ппображать в гномоііической проекции Г])аніі іі ребра пе])во- 
иача^тьБОГО пучка, перпенднкулярльго к іелоскости чертеиаі. 

Такая иевопзіожтюсть ипображепия иеко іорііх элементов 
пучкіі в линейной п гном одической нроекдилх представляет 
очень суіцествегшыіі недостаток утих проекций. 

5. СВЯЗЬ МЕЖДУ ГІИНЕЙПОЙ И ІІІОМОІПіЧЕСКОЙ 
ІІРОЕЕЦІВІМІІ 

[Іереход от линейной ігроекцнп какого-нибудь элемента 
пучка к гиомоітческой проекций того же олемента легко осу- 
іцесттстси ири номоіцн опнсанноговыиіе общего иостроепия* 
Пусть прямая (рис, 89), представляет собою линейную 
проекцпіопекоторойграни. [Іроведя^?^—параллельныйп (Іа— 
тіериеидикулярный дпа^Еетры и соедипгт точку 8 с а, найдем 
8а — вертикалюіый раурея проскчтгруелюй і^рагш. Если 8(1 
— гг[>ямая, перпендикулярная к 8 а, то точка сі Пересе чешш 
линии 84 а диаметром 4(1 будет гпозіодическою проікцлеи 
топ же грани. Для нахождешія .тинейпоті іціоекции 
некоторой грани по ее гпомошіческой проекции, точке 4, 
иримеинем обратное пості)оешіо. 

Если бы точка сі была линейной проекцией ребра 48, то 
прямая с.іужила бы гпомонической ироі^кцпей того же 
ребра. Так как но условиям иосгроешія угол мгжду 84 и а 8 — 
прямой и 80 ііерііенд:пкулярпа ііа, то по иявестпому свойству 
перпендикуляра, опущенного из веріиииы прямого угла на 
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Св^зь Гігежду .тпнейноіі п і'ііоэшітчес:кой гіроеь'днядт 

іі'ѵіХ' 

гииотёйу^^З?^^ Б прямоугольном треугольяике а8й ішеем: (О Я/ 
= ■ Ой. Со-^днгшм прямой центр круга О и точку е 

пересечения окружности с линией и проведем каса¬ 
тельную к окружности в точке с, Прязгоугольные тре¬ 
угольники 0€[ к Оас^ имеюіцие обилий угол сОа подобны, а 
потому: (Оо)^ = Оа^ Так как Ос ^ 08, как радиусы 
одного іі того же круга, то Ой = 0/1 

И:^ этого рассуждешя выводим еіце один способ постро¬ 
ения ГЕОМОНпчесЕОй проекции грани по ея .жнейиой про¬ 
екции и обратно, причем такой способ применизі в том 
случае, если линейнаіі проекция і^арги пересекает окруж- 
пость о сноп но го круга проекций. В этом с^тучае, про води зі 
касательные к окружности в точках ее пересечения с 
ли иней Точка ( пересечения этих касательных будет 

находиться на тозі же расстоянии от центра О и па тозг 
же диазіетре, как п гпомоЕпческая проекция й данной граип. 
Для нахождешія точки й отіадываом Ой = О/' по тому 
же диаметру йа, по но Другую слюроиу от центра О. 

В случае, если линейная проекідия пересекает окруж¬ 
ности, з[ы згожем восиольэоБатьсі[ 

(рис. 00> Из точки О опускаем 
перпендикуляр иа .линейную про¬ 
екцию некоторой грани. 

Приняв а за точку пересечения 
двух касате.льяк[х к кругу, про- 
водизі эти касате.іьнме ас и 
Точка лежащая на .линии щ, 
будет паходиться от цгпгтра про- 
еюгий О иа такозі же расстояііии, 
на каком находится искозіая гпо- 
мошческая проекция грани, при¬ 
чем эта проекция — точка й — 
будет лежать по другую сторону 
диаметре О а. 


следующим іюстроешіезі 



от центра, на том же 
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Метода пиоОражения ігіністаллшескііх многоі'раииііііои 


6. ЗАДАЧИ, РЕШАЕМЫЕ ПРИ ПОМОЩИ ЛИНЕЙНОЙ 
И ГИОМОНИЧЕСЕОЙ ПРОЕКЦИЙ. 

ІІолушів изобраиіеше кристалтчеекого мпогограіггшка в 
ллнейиоЁ или ГБО^гонической ]іроскциях, ]ѵім молѵбм гра(|)и- 
чесЕим путем, совершепло пе прибегая к вычислениям, ршѵ 
ретаті, ряд вопросов, кясаюгцихсл угловых отооіпееий дан¬ 
ного кристаллического многогранника, Ш предыдущего мы 
уг/ке видели, каким образом момню при помопрі простого но- 
строения находить угол наклона грапи и.лп ребра к нор- 
ііа.іи, проведеппой из центра пучка к плоскости чертенса. 
Кроме нахождения такого угла накіона мы рассмотри^ч 
здесь ряд задач, являющихся основными для решения самых 
различных вопросов, при помопщ изобраіксгіия щшсталж- 
ческого многогранника в дппеГшоЙ и,ти гиомоігаческой про¬ 
екции и применения самых ііростьтх геометрических ностро- 
еттй. 

Так как гыомоннческую проекцию мы можем рассматішваті» 
как линейную ироеіщню нолярпого тіучка, причем способ 
построения .шнейпой ]]роекцвн данного ігучка север тенно 
ава,?іогнчен способу получения гномомической проекции из 
пучка, полярного данному, то все решения задач совері пенно 
одинаковы, будезі ли мы иметь дело с изображением в ли¬ 
нейной или в ГЕОмонической проекциях. 

Задача 1. Найти угол меэюду двумя ребрами пучка^ 
изображаемыми в линейной проекции двумя точками. 



Пусть рис. 91 ііредстав.тяет собою нерсиеыгивное изобраг 
жегше плоскости чертежа центра пучка Я, нормали 5 О, 









^Задачи, решаемые при аомощп лппенпой п гиомопичесьТіи проекірій 15 


оЕуі]і,енной из цсЕггра пучка на плоскость МN, и двух 
паправлепий пучка За^ и проекция которых будут точки 
л Искомый угол в перспективе есть угол а^За^, 
Обіцпе соображения. Соединив прямой данные то- 
4101 % й « 3 , проводим прямую О а, перпендикулярно ,тЕЛИ 
Заметим, чго лишіл аЗ^ а^8 и а^З^ соединятопще центр 
пучка 8 с точками а, и лежат в одной плоскости, опре^ 
деляемон центром пучка 8 н линией аа^, ІІриняв аа^ за ось 
вращения, вращаем плоскость аЗщ по направлению к плос¬ 
кости МК до соввадснпя е этой последней. Так как аЗ и а О 
перпендикулярны к прялшй то после совмещения плос¬ 
костей а8а 2 п ЖІѴ ЛИНЛИ а8 в аО также совмесч’ятся, при- 
че^і точка 5 совпадет с точкой ^ на линии а О. Расстояние 
точки д от а должно быть равно д,шне :шеип аЗ* Кроме того, 
носле совмещения плоскостей аЗа^ ц ЗIN штшл а^З и а^З 
должны совместиться с ,іиниями щд ж а^д и, атедовательно, 
угол а^За^ совпадет с углом 

Решен не задачи. На осповапин этих соображений 
мы выводим обіций способ решения поставленной задачи 
простым построешіезі (рис, 92), 

Через данные точки и про¬ 

водим пряі[у[о ащ. Из центііа про¬ 
екции О опускаем нериендпку-іяр О а 
на аа^. Кроме того, проводим радиус 
08, параллельный йі ^ 2 - Приняв точку 
а за цептр круга, а расстояние а8 
за радиус, проводим дугу Зд АО пере¬ 
сечения с секущей ад. Точку д соеди¬ 
няем с даппыдш точкаоіи и Угол 

- а^да^ и есть искомый угол между 

' двумя налравлепиямиэ изображенншш в линейной проекцип 
чочісаоіи и а^. 

Задача 2, На€ші и дг ол, оф йзуем ы й д) ефол і пучп а, шо- 
I браженнылі в лииегтогі проекг^гт точкой щ и гглоекоешью, 
преВбшавленпой в тойі оюе проекции липиегі кі (рис. 93). 
I Обіцие соображения. Как известно, углом между 
прямой и плоскостью нш^ывается угол, образуемый двумя 
^прямшіи: 1) данной прямой и 2) .іжвией пересечения дан- 
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Методы изображено л тфиеталлипеских :многсиранятЕои 



Рі]с, эз. 


ПОЙ іі.^оскастЕ е шіоскостыо, проведенною через данную пря¬ 
мую перііендрікулярпо к данной нноскостп. В отой ііертіепдпку- 
л яр ной плоскости леаіат обе гіересекаіоіцпеся шиит н образуют 
4 угла, попарно равггые друг другу. Два на отах углов будут 
больше 90®, а два другие — мепыііе 90®. Мы будем считать 
за угол мел;ду линией и плоскостью, тот 
угол, величина которого будет не более 90®. 

Ійгмеітім, что все плоскости, перпепдику- 
лярпые данной плоскости и нроходяпще 
черев некоторую ігостояиду[о точку, перО' 
секутся мел{ду собой по пормали к данной 
плоскости, причем такая нормалгі будет 
проходить через иостояпную точі^у. На 
основаппи УТИХ сообршкеітй заключаем, 
что угол между данной прямой и плос¬ 
костью будет дополиительиіігч до 90® к 
углу, образуемому данной линией и пер¬ 
пендикуляром к данной плоскосі'и. Таким образом, решение 
задачи сводится к решению следующих двух воиросов: 

1) Найти проекцию р перпендикуляра, восстав.іеі[гюго из 
цептра пучка к грани, шюбражешшй в линейной проекции 
липпей Ы, 

2) Найти утол между перпендикуляром к грани и данным 
наііравлеиием, изображенным в линейной проекции точкой а. 

ІЗамегим, чгго при нахождении этого угла у нас могут встре¬ 
титься 2 случггя: 1} пайдегеный угол будет меньше 90® и 
2) пайдеппый угол больше 90®. Б первом случае, угол 
мелѵду плоскостью кі и дашіой прішой определится как до- 
по.шптельшлй до 90® к найденному углу. Бо второ^і аіучае, 
искомый угол будет равен лайде иному без 90®, как это л ено 
из рис. 94, изображаюиі,его плоскость, проходящую через дан¬ 
ное ребро аа и шрпепдикуляр -к', данной плоскости, 
изображенной линией Ы на рис. 93, причем ЗIN — линия 
пересечения этой последней плоскости с плоскостью рпс. 94: 
іа 8 М — искомый угол между ,тплпей а а и плоскостью кі 
Определяя угол между линией а а и норма іью рр' к плос¬ 
кости кі, мы можем найти іші 1) Іа 8 р ^ 20 ^ — іаЗЛІ, 
или 2) І 2 У 8 а = 90® + іа 8 Ж = 90® + іаЗЗі. 
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Решение задачи. (Рис. 9В). ^ 

Через цеш’р ироскдии О ітроводизі 
ирялые рд перііепдикулярдо, и 08 
иара.і'іельно Ы-. Соединяем д ш 8 
прямой и ири точке 3 от жнеи дЗ 
строим ирямой угод дЗр. Точка р 
будет проекцией иерпендшсуляра к 
плоекошт, изоб[)а;кедной в линей¬ 
ной проекции линией кі Опреде¬ 
ление угла дшжду напрнвледиями, 
нроектируюіцимлся точііамн а и р, уже рассжотрепо в задаче 1. 

Задача 3. Лайти у 20 Л между двумя плоскостями, 
ѵлоі^діютпньиш в лгтейтй пдюетрт (на рие. 9о) лини¬ 
ям и р) и р} (ц , 

Общие соображения. Углом между двумя плоско¬ 
стями ЯШ двугранньві углом, как известно, называетсія угол, 
образуемый .іипнямн нересечения двух давных плоскостей 
с третьей плоскостью, ироведенной перпендикулярно к ли¬ 
нии пересечения двух данных плоскостей, 

А) Угол меікду плоскостями по своей величине будет 
дополнительным до к углу, образуемому иер]іендику*ля- 
рами, онущсшммл из некоторой внешней точки к па данные 
плоскости. ]> самом деле, пусть к {'рис. 9е) есть некоторая 
тошш, находящаяся вне данных двух плоскостей, пересека¬ 
ющихся между собой в точке р и ііернендикуллрных к плос¬ 
кое ш рис. 06. а^р и щр — линии пересечения этих плос¬ 
костей с плоскостью чертежа. Опустив из точки к перпен¬ 
дикуляры на линии й,р и а^р^ получаем четыреуголышк 
ка^рщ с двумя прямыми углами: ірщк ^ іра^к дО% 
Так как сулвіа углов четыреугольшгка равна четырем пря¬ 
мым, т, е. іа^ра^ + іра^^к -|- іра^к + іа^ка^ 360^ то, 
подставив вместо іра^с іра^к равную их сумме ведачлау 
180^ получаем: іа^рщ + і ^ 

ІІа основании этого соображения, мы можем неносред- 
ствениое измерение двугранного угла заменить нахождением 
угла между перпендикулярами к плосішстям, обра^уюнщм 
двугранный угол. Из этого вытекает один из во:]з[ожыых сно- 

1Й: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ % 
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собов реіііешій поставлеппой задачи. Этот способ соггоит в 
нахолідееии .тшнейлых проекций двух наиравлеиий, ііерігеп- 
дикухярііых к двум даштыэі ллоскостялі, изображенным в ж- 
ыейной проекции жііилми а^р ж а^р и определении угла 
между двумя направлениями, проекции которых даны. Спо¬ 
соб нахолѵдения ііроекіціи 
нериепдикуллра к идос- 
костя, изобралѵендой в 
жіпейной проекции не¬ 
которой прямой, нам ул:е 
известен из ирсдыдундих 
задач. Точно такл^е в .за¬ 
даче 1 Діш способ па- 
холѵдеііия угла 5іел;ду 
двумя ііанравленилми, 
изобраиіеіяіььми в жией- 
яой проекции двумя точ- 


Вне. Э5. 


Рнс. 05. 


вами. В виду этого, мы считаем излит ни.^і приводить здесь 
НО.ШОСТЫО реіпеиие задачи по этому способу и ограничимся 
только приведенными выше обнщ.^ш сообраліетгаяікги. 

Б) Кроме этого способа решепия задачи мы мол^езг при¬ 
менять еихе и другой, дагонщй яеиоерсдственное онределе- 
нне двугранного угла, образуемого двузія данными нлоскостями. 
Этот способ основан на следующих соображениях, Ес.іи (рис. 95} 
две лиоЕы о^р и а^р представляют собою линейные проек¬ 
ции двух нлоскостей пучка, то точка р пересечения этих 
линий будет линейной нроЕКДией ребра пересечения двух 
данных іілоскостей. Для иахождения двуграшіого угла мел;ду 
данными плоскостями зіы моліем построить проекцию іілос^ 
косш, перпендикулярной к направлению, нрсдставлеБном.у 
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Б линейной проекцЕИ точкой р. Эта проекция плоскости, 
перненднкуіярной к направлению р, нерееечется с даииязш 
а^р ^ а^р ъ точках и ігрите:\і зги точки будут линей¬ 
ными ироекдилми направлений, образующих угол, ранный 
■ искомому двугранному углу. 

Решение задачи, (рис. Я5). ра^ и ра^ — данные прн- 
тііые, пересекающиеся между собой в точке р. Соединяем р 
с центром О и проводим радиус 08, цернендикулярный Ор. 
Соедигшв точки 3 и р прямой 8р и приняв 8 ва вершину, 
• строим прямой угол р8^. Точка ^ нерееечеітл линий ^8^ и 
, р О будет линейной проекцией перпендикуляра к ребру, иво- 
бражеиному точкой р. Этот перпендикуляр находится в 
плоскоетн, іюрпендикулярной к плоскости чертенка, и ггересе- 
кает жгниіо, изображенную точкой р в центре пучка. Черев 
точку 5 ііроводш[ прямую перпендикулярную диаме'^>у 
рО. Точки % и пересечения этой прямой с линиями 
и ^9^2 будут .линейными зіроекдиями паправлений, образую- 
Бі^их между собою угол, равный искомому двугранно.\гу унту. 
Оиреде.тиБ этот угол но етшеобу, взложеннозіу в за^г^іче 1, 
находщм искомый угол между гранями, ивобрая;енными в ли¬ 
нейной проекции лияиязш рщ и ра^^ 

Задача 4, Найти лгшейпие проещіт всех штрав- 
^Лбний^ находящихся па щлоѳолі расстоянии а от даппто 
штртвлешіЯ, шображешого в липейпой проеяцгш точ¬ 
кой а. 

Обилие соображееил. Наиравления, образующие ые- 
Ёоторый данный угол с определенным направлением в ігро- 
"істранстве, дадут в своей совокуняосги поверхность прямого 
ікруглого конуса, для которого данное направление будет слу- 
! Жить осью. Такая коническая поверхность будет иметь центр 
(вершину) в центре п}"чка и пересечется с плоскостью чертежа 
і но одному из конических сечений. Геометрическим местом точек, 
іцредставляюищх проекции ирлмых, находяіцихся на определен- 
іном угловом расстоянии от точки а, будет одна из следующих 
:крішых: 1) круг, 2) нарабола, 3) гипербола или 4) эллипс. 

1) Если линейная проекция данного направления, точка а, 
совпадает с дентролг проекции О, то геометрическим местом 
точек, паходяп^хся от а на угловом расстоянии а, будет круг. 
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2) Есда одна пз лролішодліцих ];оішческой іговерхиостгі 
будет ііаролельаа плоскости черте 1 ка^ то геометрическим 
^іестом точек будет парабола. 1> зто>[ случае, сулізгй двух 
углов, а иметгпо угла /3 — даішого направления с нормалью к 
илоскоста чертежа и угла а должна равіілтгхіг 90^ 

3) Если две иронзводипще копическоіі поверхности будут 
иараллел(лы плоское™ чертежа, то геометрическим местом 
точек будет служить гипербола. В атом случае, сумма двух 
углов: угла Д, образуемого данпузі иаиравлением с иор- 
матыо к плоскости чвртожа и угла а будет боліапе 90®, при¬ 
чем точка а вообіце будет находиться иа оиределепиом ко¬ 
нечном расстоянии от цептра О ііроекщіи, ио в частном 
случае, может быть также и в бескоыевдостті. 

4) Если плоскост'і^ чертежа пересекает все производяпще 
конической поверхиости, то геометрическим мссто.м точек бу- 
дет зл.лиие> В ѵггозі случае /_ й + а < 90®. 

Как известно, д.ія построения кривой второго порядка, 
какиліи явлются оллиис, гипербола и парабола, необходимо 
иметь б точек соответственной тфивой. Однако, ко.тичество 
точек уменыиасжя до 3-х, ес*ли даны точки особо і'о іюлоясе- 
шія, как наир, в том с.тучае, ес.ш даны точки, легкаище на 
концах малой или болыисй оси эллипса и еще одна какая- 
нибудь точка ОТОЙ кривой. При наших ішароеииях мы всегда 
можем найти точки, лежащие в вершинах кривой, так как 
верціины кривой будут находитгіШ на лингги, соедиияюшей 
центр проекции с данной точкой а. На основагши этих со- 
обрашеішй, решение тюставленной задачи сводится к реше¬ 
нию двух вопросов: 

1) Найти ироекциіо паиравлеішя, шігоонеіщого под уг- 
ло>[ к к данному иаиравлеііиіо, тізображенному в линейной 
ііроекции точкой ѣ и находя іцемуся в оирсделеипой плос¬ 
ко сги, изо бра я; е иной в .та не иной проекіі^ии некотороіі іііш- 
мой, ироходятцей через точку а. 

2 ) Иостроитг. кривую второго порядка ио следуюшим дан¬ 
ным: а) но большой оси и одной из то41 к птой кривой (в 
случае эллипса); Ь) ио вершине и двум точкам (в случае 
параболы); с) тш вер шипам, центру и трем точкам или ас- 
симитотам кривой (в случае гиперболы). 
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Ра:феіііеяіте первого вопроса быть произведено по¬ 

строением, аназогнчлым построению, они сапному в зад. 1. 
Дня построения кривой второго порядка, мы моікем восполь¬ 
зоваться одним из способов посіроешій, употреблле.мых при 
вычерчивании кривых по данным тоішам. Рассмотрим сна¬ 
чала реіпегте задачи в случае аллитіса, затем параболы и, 
наконец, гиперболы, 

1) Решенпе задачи. (Эл.жііс). Через точіѵу а Грис. 97) 
— линейную проекцию данного, нагфавлсііия — проводим две 
линии: 1) аО, вро- 
ходяіцую через центр 
проекции О и через 
точку а ш 2) іфо- 
изволіішго наиравЛе¬ 
нин*, также проходя¬ 
щую через точку а. 

Проводим радиус 03, 
перпепднкулярнмн к 
Он. Соединяем точки 
а и 8 прямой а 8 и 
по обе стороны зтой 
прямой, при то^ше. 8, как вершине, откладываем углы 
Іт8а=іа8п = а. Отмечаем точкчі т и п пересечения 
ЛИВИЙ Оп, 8ш и 8п; ит — болыиая ось искомого оллиііса. 

1\тздежш шп пополам, находим Ь — центр зхтииса и оііисы- 
вас>1 большую окружность уллиттеа радиусом тЬ = Ъп, Тіз 
центра О опускаем перпендикуляр Од па линию Ісі и про¬ 
водим радиус ііараллельтіій :яой тпии. Соединив точ¬ 
ки д и 8і^ и ирипяв д за цент]), огшсываедг дугу радиусом 
Точку р пересечеяия зтой дуги с линией гд соединяем 
е тотіѵой а, и от лиг[ии ар, приняв р за вершину, отклады¬ 
ваем угол арі — сс. Точка і иересечепия стороны рі этого 
уіла е линией Ы даст еще одну точку искомого эллипса. 
Опускаезт из точіси і иероендикуляр на линию шгг и про¬ 
должаем этот нернеодикуляр до пересечения с окружпостыо 
большого круга эллипса в точке /’. Соединяем точку [ и 
центр эхлииса пряйсой /’б. Из точки і проводим прямую і:ь\ 
паражчельпую тп. Находим б і^ — радііус ма^^ого іфуга, искомого 
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эллвиса, равный его малой полуоси. Построение искомого 
э.і.іипса после нахождения его двух осей уже не нредстав- 
ляет никакого затруднения. 

2) Решение задачи. (Парабола). П случае, ес.іи одно 
из паііравлениіг, обраііуюіцпх угол а с данным, пара.ілелыіо 
плоскости проекции, то на н.тоскости чертенка мы ііо.тучаем 
параболу, іѵіш геометрическое место точек, представллюшдіх 


линейные проекции прямых’ 
находящихся па угловом рас- 



С'гояіши и от данного на- 
прав.іения , проектпру іоіп,е- 
гося то'шой а. В этом слу¬ 
чае точка а находится в 
плоскосуги чертежа па ко¬ 
нечном расстоянии от центра 
проекции О. 


Через данную то^псу а 



^ нему радиус 08. Соединяем 
8 а прямой и отклады¬ 
ваем от этой прямой, приняв 
5 за вершину, по обе сто- 


Рис. 98. 


роны а8 углы й8а = Л'8а = и. 

По самому условию получая параболы 8сѴ параллельна О а. 
Точка й — является вершиной искомой параболы. Прово¬ 
дим через точку а прямую Ьс, перпендикулярную диаметру 
О а. Радиусом а 5, приняв а за центр, проводим дугу 55,, пе- 
ресскаюіцую диаметр Оа в точке 5,. От диаметра О а, иі)и- 
)іяв 5, за вершину, откладываем по обе стороны уг.ты /.Ь5,а = 
/.а5,с = а. Тошш пересечения Ь и с сторон этих углов с 
.линией Ъс будут находиться на искомой параболе и будуг 
расположены симметрично по отношению к оси симметіши 
паі)аболы. 

Проведя ЬЬ, и сс^ параллельно О а до пересечения с ли¬ 
нией касательной к парабо.іе в ее вершине, найдем точ¬ 
ки и Ср как две вершины равнобедренного треугольника 
аЬ,Ср вписанного в один из вспомогательных кругов, с.лу- 
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шаіцих ДЖ построения параболы. Цешры этих Еругов на¬ 
ходятся на оси симметрии параболы, т. е. на диаметре О а. 
Для оиределеиня положения деітгра вспомогательно со круга, 
проходящего через тощѵИ а, и соединяем точки а л 
тіря>[ой а&і и ив средины т этой прямой восставляем пер¬ 
пендикуляр шО' до тіересечениіг с диаметром Оа ъ точке 0\ 
которая и будет деетром всномогатслгщого круга, проходя¬ 
щего через ТОЧЕН а, и Приняв О' ва центр, описываем 
окружность радиусом О' а, причем точка п пересечеиил этой 
окружности с днаме'гром О а будет обіцей то'ікой для всех 
вспомогательных кругов, служаідпх для построения искомой 
параболы но точкам, припадлеяіащим ей. Дж такого посчрое- 
дпя берем отрезок 7гО прямой, причем величина этого от¬ 
резка должна быть больше От точки п отктдываем взя¬ 
тый отрезок по дяа^іетру 7га. Находим точку О. Приняв эту 
точку за центр, проводим радиусом п О окружность пг^. Из 
точки г пересечения этой окружности с жгшей прово- 
днл[ парное л г>по Ой, а из точки { пересечения той же 

окружности с дламс'гром О а проводим даішіо параллель¬ 
ную ііСр Точка ^ пересечения линий гд и /"д будег при¬ 
надлежатъ искомой параболе. Измепля радиус пО так, что¬ 
бы он постоянио был больше пайдезі ряд точек, ііринад- 
лежаідих искомой параболе, но которым и делае:м построе¬ 
ние этой кривой, изображенпой па чертеже (рис. 08). 

3) Решение задачи. (1'иііербо.іа, обіций случай). По¬ 
ложим а "Линейная проекция данного направления (рис. 90). 
Проводим иряііую О а через точку а к центр проекции О. 
Босстав.жем перпендикуляр 08 из точки О к линии О а. Со¬ 
единяем прямой а 8 точку а и точку 8 иересечения пернея- 
длкуляра 05 с кругом проекции. Приияв точку 8 за веріііи- 
ну, сті)оим но обеи.\[ сторонам от жяии 8а углы а, стороны 
которых лересекаіот .линию Оа в точках п и т. Восставляем 
периеядикуляры и к линии Оа в точках п н а. Из 
точки а восставляем перпендикуляр аі к линии а8. Откла¬ 
дываем на дд, отрезки ад = од^ = аі Точки т л п будут 
вершипами искомой гиперболы, а точки ^ и будут также 
прпяадлежать той же гипербо.те. Для построения этой кри¬ 
вой, дежм пополам отрезок тп и находим 0^ — центр ги- 








Рис, 99. 


перболы. Проводим окружность радиусом припав за ее 
центр точку Оу Находим точки й и пересечения этой 
окружности с нериеидикуляром «й. Проводим прямую О^й, 
а из точки ^ проводим прязіую | О а. Проведя кЬ || О^Йі 
паходим точку 6, приче:ч пЬ будет раіша д.тне мнимой по¬ 
луоси гинерболы. Отложив пс=^Ъѣу находим О^с —ассимлтоту 
гиперболы. Теперь у нас улсе имеются все данные д.ш по¬ 
строения какой угодно точки гиперболы. 

Из точки Ь проводим прямую Ък^ II 0^ проводим || О а 
и откіадываем Оеі = Ое* Проводим с^д^ | получаем точку 
находя]п,уіося на гиперболе. Берем произвольную точку е 
между точками п и а прямой па. Проводим ед^ | йк. При¬ 
няв Оі за центр п О^е за радиус, проводим дугу круга, пере¬ 
секающую ^йв точке /1 Соединяем прямой 0^ и /1 Из точ* 
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ки Ъ проводим II О,/". Через і’ощсу проводим прямую 
/і^з II ТочЕа пересечения посіроеіщых нами прямых 
еі}^ и будет принадлеліать искомой гиперболе. Так как 
при нахождении точіш была взята совериіеішо произволь¬ 
ная точка в, то ясно, что ]яы можезі теперь построить все 
точки гиперболы, поступая совертеішо так ліе, как и д.тя 
нахождения точіш ^3, 

4) Решение задачи. (Гипербола, частный случай), 
Ес-ти точка а находится в бесконечности, то центром иско- 
Э[0Ё гиперболы будет центр проекции О. (рис. 100). Данный 



угол а будет равен полопипе угла .между ассилштота^іи ги¬ 
перболы. Так как нам и:шестно направление .липни, проек¬ 
тируемой точкой а в бесконечности, то на нлоетшети проек¬ 
ций нроводизі цсшральпую секуі[!:ую ж к, параллельную па- 
правлению данной .шипи. Откладываем по обе стороны от 
этой секущей, иринтімал О за верпгияу, углы сОп = б^ Огі =- а. 
Получаем ассиміітоты искомой гиперболы — лииии Оси Ос^. 
Проводим радиус 08 , перпендикулярный Оп. Проведя через 
8 .линию Зщ параллельную Ос, получаем точк)" п иересечееия 
этой линии с секущей шп. Точка п является вершиной ги¬ 
перболы. 
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Линия тп будет секуіцей осью искомой гиперболы, при¬ 
чем длина эток оси равна отрс:лсу шп ^2 Оп. Л,і!амстр рЗ 
будет слулшть сопряжеггііой осью той же гиперболы, при¬ 
чем д.жииа ОТОЙ оси будет раина длине днаметт[)а р 8 круга 
ироекцйй. 

Для построения гитіерболы откладываем^ іто секуідей оси 
тп отре:жи пЬ=^тЬу = пс= Ор, Проводим пс нериеггдику- 
лярно Оп, Приняв Оса центр, проводим дугу ирошь 
вольного радиуса 04 причем А и 4 —точки нересеченпл этой 
дуги с иериендикуляром к липли Ощ восставлеііныді в точке 
Пу а 4 — точка нересечешел той же дуги с секуіі;ей оеі>іо 
шп. Проводим ЬЛ: параллельно О А. Из точки Іг ироводтг 
параллельную Оп^ Ив точки проводим прямую иа- 
раллелгінуіо 1'очка лересечения :>тих двух прямг.іх бу¬ 
дет принадлежать искомой гиперболе. Ивмешія длину радиуса 
Ой, дайделі другие точки гиперболы, которую и строим, сое¬ 
диняя найденные точіш. 

Такое решение задачи основано па том, что угол между ас- 
сіоінтоташ гиперболы равен углу ^ііежду двумя нроизводявщми 
ирямого круглого конуса, паходяицімися в плоскоста, прове¬ 
денной черев центр конуса н его ось. 

7 , ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ О СВОЙСТВАХ ЛИНЕЙНОЙ 
И ГНОМОИИЧЕСКОЙ ПРОЕКЦИЙ. 

При решении последней ив ітрнведенных выше задач ( 4 ) 
нам п])иіилось иметь дело с дост])ОеЕием ])авлнчпых к})ивьтх 
второго порядка. ііояіНО было бы недобрать егце целый ряд 
:тдач, граіііическое решение которых в линейной и гпомо- 
нической проекциях свявацо с лоетроедвем кривых втоі)ого 
порядка, нішчем все такие задачи каса.шсь бы вопросов, обыч¬ 
но реліаемых гра(}}ическим путем при помощи проекпцй. 

Принимая во Бяилгаиие, что построение кривых второго по¬ 
рядка технически выполнимо с гораздо большими затруднени¬ 
ями, чем проведение прямых линий и кругов, ^гы опреде¬ 
ленно должны отнести необходшшегь таких построений к 
недостаткам линейной и гиомоничеекой проекций. Этого не¬ 
достатка уже никак нельзя избежаті> по самым свойствам 
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дакного вида проекций, а пото^гу, поставив себе целью при 
реніепии различных зада^ обходиться без помощи построений 
кривых второго порядка, мы должны прежде всего изменить 
самый метод ироеігтііровашія н папти такой вид проекций, 
пользуясь кото]}ыш мы молгем решать все задачи, ог]>апн- 
чиваясь ироведепием прямых и кругов* 

Этому условию удовлетворяют стереографические ироск- 
ции, получивиіие свое название от греческих слов — 

твердый п — нишу (т. е* изображеше твердого тела на 

плоскости,) ^ 

Эти проекции были изобретены Гиппархом (180—125 г, г, 
до Р. X,), а зателі их главные свойства бы*іи открыты и изу¬ 
чены Птоломеем (87 —165 г, г). 


8 , ПОЛУЧЕНИЕ ИЗОБРЛЖЕЫТШ КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО 
МНОГОГРАННИКА В СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
НРОЕКЦНЯХ* 

Существуют дЕестеі>еогра(І>ические тцюекции: граммастерео- 
гра()шческач и гпомостереогра<]шческая, Раз.тчие мелсду зти- 
ми двртя ттуюекциями совершенно аналогично различию мел:ду 
линейной и гномошіческой проекциями* 

В граммастереогі)а(|шческой проекции изобраздается тот пу- 
чсЕ граней и ребер, в который мы можем не посредственно пре¬ 
образовать данный кристаі^ппіесішй мпогограппик ііу'гем парал- 
лельпого иеі)емеіцегта его граней к ребер до пересечения их 
в одной точке — центре пучка. 

В гиомостереографической проещин изображается ііучек 
полярный тому, которым мы пользуемся для ПОЛучешіЯ И,Э0“ 
бршкеігия К|)иста.ілйчеекого мпогограпника в граммастерео- 
графйческой проекцип. 

Способ построешія стервогра(1>ической іі[)оекции пучка совер- 
иіепыо тождествен, будем ли мы иметь дело с пучком, полу¬ 
ченным пепосредствеппо из даппого кристал,лнческого миого- 
грапппка (при изображении в граммастереографігческой про¬ 
екции), или с пучком, полярным первому (при изображении 
в гно^мостереографической проекции). 
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Для ііолучепня граммастереографжяеской нроекдии мы иргі- 
нямаем центр пучка г])ітей и ребер т центр шара отгііе- 
деленного радиусд и описываем вокруг отого центра шаровую 
поверхпость. Бее грани пучка, как плоскости, іг]>оход/[ін,ие че¬ 
рез центр тара, ]іеі>есекутся с шаровоіі иоверхтіостшо по 
дугам болыпих кругов, а каждое ребро пучка пересечется с 
воверхпостыо Піара в двух точках. Таким об]>а;]ом, па по¬ 
верхности шара мы получим систему больших к[іугов и то¬ 
чек, причем каждый круг будет соотаетствовать одпоіі из 
граней пучка, а каждые две диамет})аіГіПО п])отивоііоложпьіе 
точки будут соответстЕОва'Пі одполіу из ребер того ліе 
пучка, 

полріепия сте])еограі])пческой проекции пучка необхо¬ 
димо получить па некоторой плоскости п:юбрал;епие точек п 
дуг больших кругов, полученных нами на шаровой тіовеі)х- 
поелтт. Для ьтого принизгаем ва плоскость для получения про¬ 
екций, одну из диаметральных плоскостей іпара, которую и 
будем называть плоскостью проекций. Эта плоскостіі проек¬ 
ций пересечет шаровую повеі>хпость по окрулнюс'ш боль¬ 
шого круга, которую мы и цавовем основным к|іугом проек¬ 
ций. Выбрав плоскость п])оекцпй, от.мечае>г точку В])епп.я 
(перессченил лучей], которая лежит под плоскостью ііроек- 
1 ЩЙ и представляет собою точку пересечения с піаровой т- 
верхЕОСтыо ішікпего конца перпепдикулнр^і, восставлеппого ив 
центра піара к плоскости проекций. 

Для получепил на плоскости проекций нвобраніепня систе¬ 
мы точек II больших к[)угов, щіходящихся на поБе])хцости 
шара, соединяем прямой жиией каащую точіі^ такой систе¬ 
мы с точкой зреииіь Такие прямые пересекут и.іоскостіі проек¬ 
ций и точки их пересечения с зтой плоскостью будут сте- 
рсогрш(шческп:іШ нііоекциями ребер и грапей пучіса. Из 
то.іі,ко что оинсанного способа получения стереог]>а<1шческой 
проекции лепо, что все точки и дуги зіо.іутферы, находящей¬ 
ся выше плоскости проекций, изобразятся точіьтми п неко¬ 
торыми кривыми, находящимися внутри основного круга про¬ 
екций, а все точки иижоей полусферы изобразятся в сте- 
реоі’рафической проекции вне основного круга проекцип. 
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9. ОБЩИЕ СВОЙСТВА СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 

проекций; 

Сгереогра^Ідаческие проекции обладают совериіешо оеобиик, 
только им однтпі прпеуищпи, евойствазш, которые яв.іііются 
чрезвычайно цеяньвіы и удобными д.ш практических целей, 
при реіиеили раз.тичп[.іх задач кристаллография гра^ііическим 
путем, Зтк свойства могут быть выражепм двумя основными 
ііоложетшяміг. 

1 ) Круг иа шаровой поверхности изобразится кругом и на 
плоскости проекций. 

2 ) Угол :^[ежду двум^г дугами больших кругов па іпаре 
будет равен углу лсежду дуітгш кііугОБ, изображаіотдих данные 
дуги в стереографической проекции. 

Оба эти положения ітредсгавляют собою основные теоремы, 
из которых и БМЕОдлтся вСб свойства стереографическнх 
проекций и зіетоды их ііракт’нческого нрпмеиепия. 

Прежде чем приступить к доказательству зтих теорезц нам 
необходцзш будет установит!^ некоторые общие положения, 
на основании которых вывод и доказательство основных тео¬ 
рем стереографических проекций получаеі^ особепЩ'Ю про¬ 
стоту и снетезіатичность. 

Обцще и чрезнчайно важные для практических целей кри- 
сталлогра(І)ического исследования свойстЕа стереогра(]іической - 
проекции зюгут быть выведены ив рассмотрения симзіетртш 
косого круглого конуса. Однако, прежде чем рассматривать 
зту симметрию, будет весьма лолезно привести некоторые 
общие соображения относительно тех свойств окііужпостей, 
на которые в учебниках олементарпой геозгет’рии не обра- 
іцается достаточного вш^зіадил. Для зтого нам, ігрежде всего, 
придется несколько изменить снзюе определение круга, срав- 
нві’сльпо с обычным. Мы и остатіовимсл іірелѵде всего на та¬ 
ком онределегши. 

Если принять некоторую прямую за гипотенузу и иостронтг^ ,; 
на ОТОЙ гипотенузе вссвоззюжные ирямоугольпые чрёртолгг 
ники, не выходя, одеако, из пределов данной п^Осшс'Ш,, 
то верадшы нрязіых углов совокунпоеш 
пиков располоікатся по некоторой кривой линид-. ш.і^ у 
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чеішая таким образом кривая называется круго^а. Таким об¬ 
разом, круг есть кривая па плоскости, образуемая верпіипа- 
ми всевозможных прямоугольпых треугольников, имеюаі.их об¬ 
щую гипотенузу и различные катеты. Общая для всех прямо¬ 
угольных треугольников гипотенуза называется диаме'гі)ом кру¬ 
га, а ее средняя точка центром круга. 

Круг обладает осью враііі,еиия, проходящею через его центр 
и нернендикулярною к плоскости круга. Благодаря этому, вся 
система прямоугольных треугольников, образующих своими 
вершинами окружность, может вращаться в плоскости круга 
на какой угодно угол без изменения положения и вида кри¬ 
вой на плоскости. При таком вращении будет вращаться так¬ 
же и диаметр круга, постоянно осіаваясь диа^іечром, откуда 
мы и закіючаем, что каждый круг обладает бесконечным чис¬ 
лом диаметров, пересекающихся в центі)С. Каждый диаметр 
де.іит окружность на две равные части и моікет бытт», следо¬ 
вательно, онределеп, как линия пересечения плоскости симме¬ 
трии круга, ііерпендакулярной к плоскости ([шгуры с этой 
поаіедпей плоскостью. 

Так как перпендикуляр, опупі^еппый из вершины прямого угла 
на гипотенузу, есть средняя пропорциональная между отрез¬ 
ками гипотенузы, а каждая точка окружности есть вершина 
прямого угла треугольника, причем его гипотенузой будет слу¬ 
жить один из диаметров круга, то мы можем вывеггги закію- 
чение, что по.іовина хорды есть средняя пропорциональная 
между отрезками, образуемыми этой хордой на ііернендпку- 
лярпом к пей диаметре. 

Из этих общих и элементарных пололсений мы моліем вы¬ 
вести заключение о том, что всякая кривая па плоскости, 
обладающая плоскостью симметрии, пе лежащей в плоскости 
данной кривой, будет кругом, если только перпендикуляр, 
опущенный из кіікой угодно точки данной кривой на линию 
пересечеішя плоскости симметрии с плоскостью кривой, бу¬ 
дет средней пропорцпопальпой между отрезками линии пе¬ 
ресечения, образуемыми даішым перпендикуляром. 

Запасшись этими сведениями об особенностях и обпціх свой¬ 
ствах круга, перейдем к рассмотрении) симметрии косого 
круглого конуса. 







Общая теорема о сизімегрви косого круглого коиуса 


31 


10. ОБЩАЯ ТЕОРЕМА О СИММЕТРИИ КОСОГО 
КРУГЛОГО КОИУСА. 


Конической поверхностью навывается такая поверхность, 
которая образуется двнжешіем прямой штт, имеющей одну 
неподвигкную точку, причем все другие точки т^ікой прямой 
скодьзлт но некоторым замкяугым] кривым линиям. Непо¬ 
движная точка конической иоверхности пазываетсл центром 
этой иоверхпостй, а враіцающалея линия — ироизводяіцею 
(образующею). 

Из самого определеиия конической поверхности ясно, что 
эта поверхность представляет собою, в обні;ем случае, незамк- 
нуіую простра'иственную фигуру. Это будет ловерхиость о двух 
полостях, образующая, так Базмваеа[мй, двойной конус. Мы 
можем отбросить один из конусов, составляющих іикой двой¬ 
ной копус, и рассіматривать свойства только одного конуса, 
приняв во внимание, что свойства нижнего конуса будут 
Енолне аналогичны свойствам верхнего* Здесь мы рассмот¬ 


рим только симметрию косого круглого конуса, симметриче¬ 
ские свойства которого иеобходидго исследовать д.ія вывода 
основных свойств И особедноствй стереоі'рафичееких проекций. 


Возьмем па плоскости 31N 
некоторый іфуг (рие, 101) е 
центром О, Через точку 0\ 
находягцутося вне плоскости 
31N и не лежаиі,ую на пер¬ 
пендикуляре ОС, восстав,іен- 
пом из точки О к плоскости 
31 Nу проведем прямую О'ш, 
проходящую через тотау а 
окружности аЬ, йоетроениоЙ 
на плоскости 31 N. Приняв 
точку О' за неподвижную 
точку лиЕсіш О'т, будем пе¬ 



редвигать ЛИДИЮ О'т так, 
чтобы эта линия все время проходила через одну из точек 
окру./Кностн аЬ. Образовавшаяся, в резулр.тате движепил по 
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кругу аЬ прязіой О'т, поверхность О'аЬ^ будет пазываті.сл 
косым круглым конусом. 

Все сечеттн такого конуса плоскоеглми, шіраллельпыйш пло- 
скос'ги 31N (и не проходящими через точку О'), будут по¬ 
добны сечеипіо зтой плоскостью, т, е. будут круга^гп. Таким 
образом, Е косом круглом конусе мы имеем одну группу кру¬ 
говых сечешій, образуемых параи^лелілыдш плоскостямл, в ко¬ 
торую и войдет сечеше а 6. 

ІІр сведем через точку (У и перпепднкуллр Ос к плос¬ 
кости кругового сечения аЪ плоскость О'аѣ. Эта плоскость 
будет, по построению, дерпеидпкуларпа к плоскоеги 31 
Кроме того, та же плоскость 0"аЬ разделит коническую по- 
верхіЕОСть на две равные ііолоішяы, из которых одна будет 
зеркіпльпым изображением другой. Ия итого мы закжочаем, 
что плоскость О'аЬ будет плоскостью симметрии косого кру¬ 
глого конуса. Возьмем точку а на производлідей О а ко¬ 
ну са^ лежащей в его плоскости симме'Щ)ии, причем выберем 
точку а' чак, чтобы она находплась ^іежду точка^ш О" и й 
прямой О'т. Проведем в плоскости симмечрпи О'аЬ конуса 
линию а'Ѵ гак, чтобы і О'а'У = і О'Ьа, и проведем через 
зту . 1 ПНЖО плоскость а'р^Ъ'. Эта плоскость пересечет плос- 
коегь круга аЪ но линии рд^ а коническую поверхность но 
некоторой замкнутой кривой а'рдЬ\ В плоскости снм.меірии 
а О'Ь мы получим теперь дватреугольппмг О'аЬт^ О'а/ і', кото¬ 
рые имеют один угол при вершине О' общий, а два других 
— равные по построению, а ШЕепео і О'аЬ' = іО'Ьа. Ввиду 
отого, мы заключаем о подобии треуі’оліліиков О'аЪ* и ОаЬ^ 
Точно такліб леітко вывести из равенства углов /_ ага = &г// 

и і аа'г ^ іЬ'Ъг (как дополшпельные до 180® к равным 
по построению углам; заключеігне о подобии треугол]>пиков 
а'г а и ЬгЬ\ Из подобия этих треугольников пахо.дпм: 

а*г аг ^ т ^ 1 л , 

или а г Ь г аг * оп (1) 

Ъг о г 

Так КѵЯК .тиния рд есть некоторая хорда круга аЬрд, а 
линия аЬ — тЕерпендикуллрный к этой хорде диамеід), то 

21 = Ьг. (2) 





Общая теорема о спммеірпіі косого куіуглого конуса 


33 


СравнпБая между собой равоЕСТва Гі) и (2\ паходнм рг^ 

= аг . Ь'г* Из а'! ого последнего равенства заключаем, что 
линия рг есть средняя пронорциоед-ігхная между отрезка:^[и 
а'г и Ъ'т, В виду того, что точка а' была взята на линии 
О'ш в произвольном расстоянии от 0\ можем вывести 
зак^чіочешіе о том, что такая же ироиорднональноеть будет 
суіцеетЕОвать и для всех иерненднщмяров, опущенных из 
точек кривой а'^Ь'р па ливию аЬ\ т, е, кривая а'дЬ^р 
будет удовлетворять всем дапным для характеристики круга, 
или, друі’имн слова>[н, замкнутая кривая а'ф'р будет окруж¬ 
ностью. 

Из ;лого мы заклтг»чае:ч, что в косом круглом конусе имеется 
вторая группа круговых сечений, наклоненных к произво¬ 
дящей СУШу лежаідей в плоскости снмме'Г[)ии конуса, под 
тем же углом, какой образует первая группа кізуговых се- 
чееяй с нроизводяірей О'п. 

Отложим на пронзводяідей 0"т, лежащей в плоскости 
симметрии коиуеа, отрезок (У а \ взяв О'(У — 0"?>, а на про- 
нзводяіи,ей О'п, ле-гкащей также в плоскости ешіметрип, от¬ 
резок У У = О'а у и соедипплі прялгой точки У и ?/'. Сделав 
такое тіостроеппе, получаем в плоскости стгметрии конуса 
два треугольника СУаЬ и у которых угол при вер¬ 

шине (У общий, а стороны О'Ь = О'а' &а = О'б'' по по¬ 
строению. Ыа основаіти этого заключаем о равенстве тре¬ 
угольников О'аЪ н О'а'ІУу а также п о равенствах углов 
і УгУЬ'* ^ і (УЬа п Кроме того, вслед¬ 

ствие равеіпггва аУ и ЬЬ'\ заключаем о равенстве сіУ — с/Ь, 
а также о равенстве ай — й}/\ 

На основаони этих равенств, проведя прямую 0'^, за- 
к-ночаем о равенстве углов і йО' У = і йО^Ь. Приняв линию 
О' й за ось вращения конуса, мы увидим, что прн повороте 
вокруг этой осп на конус 2 раза совместится с своим 
первоначал[щым положением, причем линии Уй и будут І| 

совмещаться с равными им лиііилмм Ьй и ай. Из этого 
заключаем о том, что 0й нредетавляет из себя двойную ось 
симметрии косого круглого конуса. Так как эта двойпая 
ось снмметрлп находится в илоскостл симметрии косого кру¬ 
глого конуса, то, как равнодействующий элемент симметрии, ^ 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 3 N 


I 
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]ііы вшеден плоскость сшіметрии О' 8 перпепдитсуллрнтю к 
первоначально найденной нами пдоскоеш сшіметрнн 0'аЪ> 
Таким образом, косой круглый конус обладает двумя плос* 
костями симметрии, пересекаіоищзіиея діенѵду собой в оси 
конуса, которая является двойной осью симмеіраи, в, еле- 
довательно, эта фигура во своей симметрии отпоептся к 
розіболира>тдалііно:яу виду. 

Реяюашрул все, сказанное выиге, мы можем вывести (сле¬ 
дующее зак^тюченнс относптельио общих свойств косых кру¬ 
глых конусов. 

Каждый косой круглый конус имеет две группы круговых 
сечений, другими словами, через каждую точку оси косого 
іфуглого конуса -мол;по провести два, не параллельных друг 
другу, круговых сечеижя. Оба оти сеченпя будут наклоне¬ 
ны под одинаковыми углами к оси снмметіши конуса, и бу¬ 
дут пересекаті.ся друг с другом во линии, лежшцей в од¬ 
ной из плоскостей симметрии косого круі’лого конуса, при¬ 
чем другая плоскость симметрии будет нериендикуліірпа к 
плоскостям обоих круговых еечепий. Каждое круговое се¬ 
чение одной н той же группы будет образовывать с одной 
из двух производяіл,их конуса, расположенных в !іерг[енди- 
кулярной к данному круговозіу сечен?!ю плоскости.симметрии, 
олреде.іедиыЕ угол, равный углу, образуемоі^[у круговым се- 
чепие^і другой группы с второй ироизводлпсей, расположен¬ 
ной в той іке плоскости симмеарли косого круглого конуса. 

11 . БЕРВЛЯ ОСНОВНАЯ 
ТЕОРЕМА СТЕРЕОІТАФИЧЕСКИХ ПРОЕКЦИЙ. 

Первая основная теорема стсреоі’рафичесішх проекций мо¬ 
жет быть форму-шровала таким образом: 

Круг Нй шцрс шоб 2 )йжается другом п в стереографи¬ 
ческой 7гровкцгт, 

1 . Доказательство, основанное на свойстве косого 
круглого конуса. 

ІІолояшм, на новерхности с(|)еры нам дана некоторая точка 
Р (рис. 102 ), которая является с(|)ерпческпм ценіром неко- 
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торого крут аЪ на поверхности шара» Для изобрая^ения 
этого іфуга в стереографической проекции, мы должны соеди¬ 
ните все точки проектируемой 
окружности аЬ с точкой врепня 5^, 

Б результате такого построения по¬ 
лучим, в обігі,ем сл^'чае, косой круглый 
конус 8аЬ с круговым сечелпсм аЬ^ 
вершииой 5 II осью Р8, Проекцией ^ 
круга аЪ будет с.іужить некоторое 
сечение построенного конуса 8аЬ 
іілоскоетыо проекции ЖЖ Прове¬ 
дем через точіси 8, Р л центр 
шара О плоскость, которая, в внду 
своего прохождения через центр 
шара, пересечет сферу по дуге большого круга РЖ^^Ж 
Эта плоскость, будута перпендикулярна к круговому сеченпіо 
конуса, и проходя через веріііиду ,^5^і будет плоскостью симме¬ 
трии косого круглого конуса 8аф-рЫ рассмотрения сишпе- 
тричсскйх свойств косого круглого конуса, зіы знаем, что 
положеиле группы круговых сечений асо^кет быть определепо 
углом наіаопа данного кругового сечения к одной из произ- 
}іодл]дих конуса, лежапіих в плоскости симметіши, перпен- 
дпкулярной к іыоскости кругового сечения. Таким образом, 
полоягеиие одной группы круговых сечений, к которой при¬ 
надлежит сечение аЬ, может быть определено углозі аЬ8 т 
отношению к производящей 8Ь. Заметим, что этот угол, 
как имеюш;йи вершину на окружности, из^іеряется половипою 
дуги, закиюченпой ыелгду его сторонами: 



/ ь» а ЛІ -|- ЛІ 8 

іаЪ8 = -^ -— 


^аМ + І 
^ 2 “ “ 


так как и М8 = , что ясно из чертежа. 

Вторая группа круговых сечений, па основании доказан¬ 
ных выше спм:четрических свойсів косоію круглого конуса, 
определится углом наклона, равным, углу аЪ8 т отпошеоию 
к лроизводші,ей 8а. Так шк, угол Nа 8 есть угол, имеюідий 
вершину вдутри круі'а, то, до іпшестной теореме элеыеп- 

3* 
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тарной геозіетрии, он взмеряется поя)'еуммою дуг, заклю¬ 
ченных иешду его сторонанн и нродо^шенилаш их: 

•лг I -ЧГ о (Хг Ш Н ^ 

/ ЛГ ' СУ и Л ЗІ м За 3 2 

= ^ - - , 

так как и ^ ■ 

Такиаі образом аш находим, что ^аЬ8 = ^Nа'8 и, сле- 
довате.іьно, сечение ііосі’ііоеЕного нами косоію круглого ко¬ 
нуса нлоекостыо проекций будет относиті^ея к другой грунне 
круговых сечепий, т, е, будет кругом. 

Итак, мы доказа^іи требуемое. Замешм, что в виду того, 
что точки Р и Я были взяты на сфере еоверіііенно нроиз- 
волііио, з[Ы можем вывести закпочепие, что тот же самый 
вывод получится и Д.ТІЯ больших кругов на шаре — они 
также изобразятся кругами в стереограсішческой проекции. 

2 . Доказательство- 

Проведем на шаре (рис. 103) круг диаметра //Ь, и соединим 
все точки этого круга с течкой зрения .5, При таком нос і роении 

получим конус с вершиной Б точке 
€ и е круговым сечением ак Пере- 
селеі[ ліар ллоскостыо, нроходян^сю 
через цетр шара О, точку зреиия 
8 н центр круга а?к В еечошт 
построенного конуса этой плос¬ 
костью до.і)лий[ треугольник аЬс. 
Сечение плоскости проекций с ко¬ 
нусом даст в постііоешюй плос¬ 
кости линию Проведем аЬ, 
так, чтобы эта .линия дересек.лась 
с линией тп в некоторой, ііроиз- 
Больно выбранной, точке г. По построению имеем: [аЬв 
^ірдс и іЬаз Ідр8> Угол аЬз^ имеюищй вершину на 
окружности, измеряется половиною дуги ^ ^ аМ + \^ЗІз 

^^аЛ1 + ^‘ Таким образом, величина угла аЪс равна 



Рис. 103. 
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- - —- ■ > гол NшЗі Бак іімеюіций вершину вщ^три круга, 

измеряется полусуммой дуг, закіючаюііщхся :между его сто- 

л., <^аМ , І-^аЖ+лг 

рона>[и, т. е- величина угла ^тз равна —р — ^— ^ ^ 

Из зтого рассулідения заключаем о равешусве углов аЬзті Кшз* 
Так как в треу голышках тгр и ^^п угли шгр и дгп рав¬ 
ны, как вертикіі.іьЕые, й,^ р^з ^ іаЬз = і І\Гж5 і гтр^ до 
только что доказаішому, то ^іы заключаем о подобии треуголь¬ 
ников 7пгр и (ігп. Так как в подобных і'реугольниках сход- 


р г т г 

ствевжые стороны пропорциональны, то мы иаіеем : ~ ^ —, 

И.Ж рг - = тг ^ гп^ В виду того, что аЬ есть диаметр 

кругового сечения косого круглого конуса, то и всякое 
сечение этого кояуса плоскостью, параллельною кругу 
аЬ, даст также круг. Таким образом, сечение рд^ того 
же конуса, также круговое и рд 
является диаметром этого круга. Бос- 
ставив из точки этого диаметра 
перпендикуляр и продо^^жив этот пер¬ 
пендикуляр до персечения с окруж¬ 
ностью в точке с (рис, 104}^ найдем ^ 
гс^ = рг ■ гд. 

Это последнее соотношение по,іу- 
Чается ыа основании известной теорелгы 
о том, что перпендикуляр, опущенный 
из нроизвольгіо взятой точки окруж¬ 
ности на диаметр, есть средняя пропорциопа,чьная между 
отрезками диаме'гра. Так как рг-гд — тг*гп^ то 
ГС- тг ■ гп* 



$ 


Вне. 104. 


Заметим, что перпендикуляр ге представляет собою линию 
пересечения двух сечешш копута, а именно сечения 7 пп лргр 
Передвигая сечение рд пара,ілельно самому себе, мы можем 
д*тн любой то^ши кривой переселения ловерхпости конуса 
аЪв плоскостью тп найти то же самое отношение, шт ■ гп, 
так как точка г была взята совершенно произвольно. Из 
этого мы заключаем, что и сечение тп будет также обла¬ 
дать тем свойством, которым обладает только окружность, 
и, следовательно, будег круговым сечетшем. 









38 


Методы изображения іфпста.і.ііічс'сіліх ыііогограввпков 


12. ПОЛОЖЕНИЯ, ВЫВОДЯЩИЕСЯ ИЗ ПЕРВОЙ 
ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЕКЦИЙ. 

Положим, что плоскость проекций перпепдпкулярпа к плос¬ 
кости чертежа (рис. 105) и пересекается с этой последней 
по .шппи МN. Возьмем произволыгую плоскость, такіке пер- 
пендикулярпую к плоскости чертежа и проходящую через 
центр шара О. Пусть эта плоскость пересечет плоскость 
чертежа по линии а5 и, в то же время, пересечет поверх¬ 
ность шара по 
дуге большого 
круга. Соедип^гя 
прямыми лиішями 
все точки этой 
дуги с точкой зре¬ 
ния 5 , получим 
поверхность ко¬ 
сого круг.іого ко¬ 
нуса, одно из кру¬ 
говых сечений ко¬ 
торого в пересе¬ 
чении с плос¬ 
костью чертежа 
(рис. 105) даст две точки, а и 5, которым в граммастерео- 
графической проекции буд^т соответствовать точки а и Ь\ 
Осталшше точки граммастереографической проекции той же 
плоскости аЬ образуют на плоскости проекций второе круго¬ 
вое сечение того же конуса. 

Пусть на рис. 105 Ос — направление, перпендикуляр¬ 
ное к П.10СК0СТИ кругового сечения аЬ: сз — .іиния, проек¬ 
тирующая паправ.іение с О па плоскость чертежа; с —про¬ 
екция этого направления, называемая полюсом круга аЬ\ 

Положение 1. Линия сз (рис. 105), проектирующая 
направ.іение с О, служит осью косого круглого конуса азЪ, 
одно из круговых сечении которого аЬ находится в плос¬ 
кости, перпендикулярной к направлению сО. 
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Заметим прелѵде всего, что в епучае справедливости этого 
положения, с 5 , как ось конуса, должна образовать равные 
углы е пропзБодяіцизш копу'са, иаходящимнса в плоскости, 
проходяіаей через ось конуса. Одной из таких ллоскостен 
и будо'г плоскость чертежа (рис. 105), но отеошепню к ко¬ 
сому круглому конусу йзЬ, имеющему одно из круговых се¬ 
чений в плоскости МЩ а другое — в плоскости аК 
На оспованни построения (рис* 105) мы имеем следуюіцие 
данные: Ос±аЬ 

рв ±. ЖІ\Г, 

Требуется доказать, что і сзЬ = і сза. 

Так как угол Ьва^ как опирающийся на диаіЕетр аЬ^ равен 
прямому, и, кроме того, іЬза = ісзЬ і с за, то при ра¬ 
венстве углов с$Ь к с$а каждый из этих углов должен рав¬ 
няться половине прямого, т. е. измеряться дугой в 45*^. По 
угол сзЬ, как имеющий вершину на окружности, измеряется 
половиной дуги сшЪ, а угол сза измеряется половиной 
дуги сра^ Обе эти дуги равігы между собой, так как каждая 
нз них заключена между сторопашг прязюі’о центра.ігьного 
угла. 

Эти углы будут: ісОЬ для дуги етЪ ісОа для дуги ера. 
Б виду этого: і Ьзс — і еза = 45^-^ 

Кроме того, нриішіѵгая во внимание, что плоскость рис. 105 
будет одной из плоскостей спмметііии косого круглого ко¬ 
нуса Ьза, закігочаем, что .типня сз будет осью этого конуса. 

Поло 'Ж е и и е 2. Плоскостг» ^ г, делящая пополам угол между 
изображаемой плоскостью и нлоекосты) проекций, перпеп- 
дикулярпа к осп вс косого круглого конуса Ъза (рис. 105), 
ІІо условию теоремы і 31 Од ^ і дОЪ. 

Требуется доказать, что дг перпеидикулярпа сз^ 

Так как но построеі[іпо Ор нерпендикуярпа 31 а сО 
перпендикулярда аЬ, то углы ЬЮЪ и еОр равны между со¬ 
бой, как углы е взаимноиерпсндикуллрныйш сторопалш. Из 
этого равенства зак^іючаем о равенстве дуг шЪ и ср. Угол 
езр равеп половине цептрального угла сОр, как угол, 
имеющий вершипу па окружпости, и оішрающийся на ту 
же дугу ср. 
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Так тк і Ш0^ равен половкяе угла МОЬ^ го заключаем 
о рапеігетБе углов: і МО^ = В виду перл еіідукул яр- 

ногти Ж О и О в заключаем, что с в перпендикул яр на (р\ 
Положение 3, Больтие кругл на иіаре изображаютгя 
к стереогра(|>нческой проекции круі^ами, проход/нциш через 
концы одного из диамеарои основного круга проекции. 

Предгтавіш себе (рис* 106) цсшральяый разрез шара азЬр^ 
перпендикулярный к плоскости проекций. 

Пусть прямая аЬ есть .лилия пересечения одной ш плос¬ 
костей проектируе^шго пучка, перпещцшуллрных к плоскости 

чертежа (рис. 106;. Проекти¬ 
руемая плоскость іісресекаег 
шар по дуге большого круга; 
этой дуі^е будут принадлежать 
точки а л й* 

К'роме того,, па той я:е дуге^ 
большого круга будут нахо¬ 
диться две точки пересечения 
с поверхностью шарапсрпепди* 
куляра, восставленного в точке 
б к плоскоп’и рисунка 100. 
Іі граммастереоі'ра^Ішческой 
проекции точка а изобразится 
точкой с&'э а точка Ъ — точкой Ь\ 

Приняв за ось враш,ения, повсрнезі плоскость проекций 
яа 90^ вокруг этой оси* 

После такого поворота, плоскость проекций совместится 
с плоскостью чертежа рис. 106, а линия пересечения плое- 
кости аЬ с плоскостью проекций совпадет’ с *лнішей вр^ 
причем точки 5 и р совпадут с то^іказш линий пересечения 
двух плоскостей, находяіцизшся на с({)ере* 

Таким образом, граммастереографической проекции плос- 
костж а Ь будут теперь принаддежатЕі точки а\ Ь\ з и р, ]Іі)о- 
ведя через эти точки окружность, получаем искомую грамма- 
стереографическую проекцию диаметральной плоскости. 

Из чертежа ясно, что круг, нзображаюіцпй данную плос¬ 
кость аЬ в граммаетереоіра<|)пчеекой проекции, проходит 
через концы диаметра $р осиобпого круга проекций* 
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Заметии, что у го*! авЪ имеет вертину в точке 5 пересе- 
чеиия двух круі’ов азЬр и авЬ'р и опираетоі на диаметр 
аЬ круга авЬр, 

Из этого мы зажючаеМі что угол авЬ прямой, а линия ^'6' 
служит диаме^гром круга а'вЬ'р и, следовательно, центр этого 
круга будет точка 0^, паходянціясл на линии аЬ' и де¬ 
лящая ее пополам. 

Восставим из точки О перпендикуляр О о: к ллаии аК 

Соедипяв 5 и с лрі[мой получаем точку — грамма- 
стереогра()шческую проекіщю направления Ос, Б виду того, 
что Ос периелдикуляриа а&, точка будет гномостерео¬ 
графической проекцией грает аК Но уяіѳ известному нам 
свойству стерео графшческих проекций с^ будет точкой пере¬ 
сечения оси 86 конуса аЪз е іілокостью нроекдий, и будет 
находиться па одипаковом угловом рассто;шнЕ от всех точек 
круга аЬ\ изображающего грань а^й граммастереографи¬ 
ческой проекции. 

В виду того, что угол конуса азЬ равен мы имеем 
углы между осью конута 8с и его ііроизводяігі;ими равными 45®. 

Зихметим, что в стереоі^рафической проекции расстояние 
с^а з[ежду двумя точками, ыаходянщмлся на одном и том 
же диаме'гре основного круга проекций, соответствует не¬ 
которому уг.іу между направ лепил МН Ос и Оа^ проектирую- 

^ ^ и^Ос 

інцмпса в данных точісах и а , причем іа вс^ ^ ^ * 

Отрезок прямой заключенный между сторопазш зс^ ж за' 
угла а зе^^ будет соответствовать углу со а между проекти¬ 
руемыми нанраеленшгмп Ос и О а. Так как івза= — =45®, 
то угол сОа^ 90®. 

Таким образом точка с^ будет граммаетерсографической 
проекцией паправледия Ос^ паходянсегося па угловом рас- 
стоянии, равном 90® от всех точек круга а'Ь\ представляю¬ 
щих собою граммастереографичесіше проекции иаправледин, 
лежаігщх в плоскости аЬ, нерлендикулярной палракіению Ос, 
т. е. направлений, иерпендикуллрпых Ос. 

В виду этого, точка — граммастереографическая проек¬ 
ция наиравленил, перпеидикулярного каждому направлению, 
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проектируіоіі^емуся в одоой из точек дуги круга а 7/, пазы- 
ваетея пояюеом отоГі дуги. 

Положение 4. Угол, между двумя лацравлепиями, иред- 

в грамм аса‘ереограі|шческой 
проекции, измерлс'ші дугой 
основного круга проекций 
заключенной лсежду ирл- 
зшми, ироведешішш через 
точки и из точки ^ — 
полюса дуги бо.1Ы!Шго круга, 
проходящего через дагшые 
точки и Ьу 

Положим, о а и оЬ — два 
направления, проходящие 
через центр о шара (изо- 
бражелпого в перспективе 
на рис. 107). Как известно, 
угол между ятими напра¬ 
влениями измеряется дугой аЬ большого круга пЬат, про¬ 
ходящего через данные направления и определяю]и,его диа¬ 
метральную плоскость оаЬ шара. 

Приняв 8 за верпшну, а большой круг пЬат за одно 
из круговых сечений косого круглого конуса ЗпЬат^ по- 
(ггроим ось 8б этого конуса. Проведем две плоскости через 
ось 8с конуса и точки а и Ь. Эти плоскости, изображенные 
на рис. 107 дуга™ сЬ\8 и еаа^8^ пересевутся с плоско¬ 
стью проекций оа^Ь^^М по прямым и Так как 
точки а и Й находятся в плоскости саа^З, то линия 8а — 
проектирующий .туч для точки а — будет лежать в той л;е 
плоскости сащ8. Точно так яіе линия Ьв, ироектируіоищя 
луч дтя направления оЬ^ будет лежать в плоскости сЫк^В, Іі 
этих же илоскостлх будут находиться и граммастсреоі’і)а<|іи- 
ческпе проекции и данных иаіфавлеиий о а и оЬ. Кроме 
того, точки л должны лежать на линиях и 
так как и являются точками иересечеиия линий а8 и 
а также линий и 

Проведез! плоскость пиігщ делящую иоио.іам двуграипый 
угол зіежду плоекостязш пЬаш и Так как плоскость 


ставленными точказіи п 
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пиіт (тѵлйто уже дока:тнцой теореме) иерценднкулярна 
к .тпшии с8^ а через эту .ошню проходят плоскости сЬЬ^З и 
с а 0^8, то мм зак:.почае :\4 что плоскость пиіт перпеЕДИкуляр- 
на к обоизг плоскостям сЬб^б' п еаа^8. Благодаря этому, сфе^ 
рпческие треугольпикн піа. піа^ и ппк^ будут прямо¬ 
угольными, лриче.м прямые углы находятся при вершинах и 
и I Так как веріиипа п іт сторона пі будут об]цил[и для 
двух п])ямоугольных сіііерических треугольников и піа<^^ 
то мы заключаем о равенстве этих треугольников. На том 
же основании заключаезі о равенстве треугольников пиЬ н 
п и Из этих равенств Еецоередсч’веппо віігтекает равенство 
дуг па ^ а также дуг пЬ и пЬ^. 

Таким образом, имеем: 


( 1 ) 

( 2 ) 


па — па^ 
пЪ = п\ 


Вычтя нз первого (1) равсЕСТва второе (2), получаем: 


па “ пЬ ^ па^ — п\ или 


Из этого мы видим, что дуга основного круга проекций, 
заключенная между сторонами угла а^с^Ь^у измеряет собою 
угол между данпЫіМи направлениями, изображендымн в грамма- 
етереограі[)йческой проекции точками и 

Из предыдуш;его рассуждения пеиосредственно вытекает 
сиособ измерения углового расстояния меяѵду двумя паирав- 
лепігями, изображеипыми в граіімастереогра^(>пческой ироек- 
цни точками а^ н Для такого измерения мы можем ирсь 
вести через данные точки и дугу большого круга, найти 
полюс этой дуги и еоедипиті. ітрямылгп точку с даппн- 
ми точками и Дуга заключенная между точками 
и пересечения іфоведенпых прямых и с ос¬ 
новным кругом проекций, даст искомый угол. 
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13. БТОРАІІ ОСНОВИЛЯ ТЕОРЕМА СТЕРЕОГРА'ІЧР 
•.»Г '' ІДІТ, ВЕСКИХ ПРОЕКЦИИ. 

Вторая осдовная теорема стереогра(І)ичеСБлх дросЕций мо¬ 
жет быть, формулнроваиа таким обраяом: 

Угол между двумя дугами ^олыипх %ругов па г(Ш 2 ів ра¬ 
вен углу между граммастереограх/тческ^^^^^ ^і^ювт^гіямк 
п зобр ажге пых г,р ашй - 

ІІоложшт, ГрисЛОВ) нам даны да таре две дуги больших 
кругов, отреяки которых изображены на рисунке двумя кри¬ 
выми аЬ н ей. 
Углом меж'ду 
дугами двух лере- 
секаюідпхсіг кру¬ 
гов назіішатот уі^ол, 
образуемый ійіса- 
телі>иызіи к кру- 
і^ам, ііроведеп- 
нылги через точку 
их иересечееия. 
Так как кяса- 
іт^лыше ііериси- 
дикулярны радиусам, тгроведениым в точки касания, то угол 
между двумя ііересекаюищ>шся кругами будет равен углу 
.между радиутами зтих кругов, ігроведенлшш в точку их 
пересечения. 

Ес.ти мы имеем две пересскают.иеся между собой дуги болг,- 
іішх кругов на шаре, то обе касательные к таким круіям, 
проведенные через точку их ііересечегшя, будут находиться 
в плоскости, касательной к лгару, в точке нересечения этих 
кругов. 

Проведем касательные А В и АВ^ к дуі’ам аЪ л ей в 
точке их пересечения А, Эти касательные будут леяіать в 
нлоскости, касательной к новерхеости шара в точке А, 

Положим а^Ь^ и е^й^ — граммастереогрш|шческие проек¬ 
ции дуг аЪ и ей ші нлоскости проекций МУ\ а точка — 
граммастереогра<|інческая проекция ра;ідуса О А шара. 
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СоединнБ все точке дуги е то^ікоі прения найде^і 
часть Еоверхности косого круглого конуса, которого хи¬ 
нин ав.Ьз Б Аз будут служить образуюіцилш. 

Точно таким же ішс'гроешіем найдем производящие ез, (Із 
я Ав ді)угого косого круглого конуса. Оба ути конуса не- 
ресекаіо'гся в общей ороизводящеіі ,45. Проведем плоскости, 
касательные к каждой из двух конических поверхностей в 
их общей производяін^еіі Аз. 

Б кагіѵДОЁ из этих плоскостей будут лежать все касателі,- 
ные, проведенные в одну из точек обпі^ей образующей 45 
обоих конусов к какому угодно разрезу соответственного ко¬ 
нуса, 

В частности, в таких нлоскостлх будут находиться также 
и касательнь[е к круговым сечениям конусов. 

Так как из круговых сечений конуса аЬз дуга аЪ будет 
частью окружности, а другое круговое сечение того же ко¬ 
нуса будет рсаходитгіСя в плоскости 31 причем часть этого 
сечения изображена на рисунке О'піезкоіі дуги то в пло¬ 
скости 4 /?4р касательной к новерхностЕ первого конуса, будут 
находиться, как касателіщая к кругу «47;, ні)ове денная через 
точку 4.р так и касательная к кругу проведенная че¬ 

рез точку уір Продолжим эти касательные до их пересече- 
штя в точке В, Находим чреуголіяіик АА^^В. Произведя 
точно такое же иос'гроепне для касательной к плоскости с ^ 5 , 
найдем т’реугольник АА^В^. 

При но А за центр, оітіііе:ч на шаре, произвольным ра¬ 
диусом круг аЬеё^ и соедггішм все точки ішетроендой 
окружности прямыми с точкой зрения 5, Получим ^третий ко¬ 
сой круглый кощ^с с вернінной а и одним нз круговых се¬ 
чений аЬс(і. Другое круговое сечение этого конуса будет 
круг на плоскости чертежа 

екметим, что штоскость, касательная к поверхности шара 
в точке 4, будет ішрахлельна плоскости круга на шаре аЬссІ^ 
д,ія которого то^іка А является сферическим центром, В ви¬ 
ду этого, ,шния А Д лежащая в нлоскостн, касательной к 
шару в точке 4, будет параллельна лишш Ыс, лежащей в 
нлоекостн круга иЬаІ и соединяющей точку Ь с точкой /ѵ — 
пересечения плоскости круга аЬесІ с линией 54, Из этого 
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МЫ заклготаем, чю і Б і ЬЪз, Но, по предыдущей тео¬ 

реме мызнаез!,что I = ІЛА^В. Следовательно, ІВ А = 
і АА^В л треугольник АВА^ — будет равнобедренным, 
причем АВ ^ А^В. 

При номощн соверіиешіо такого же рассузкдения мм мо- 
жезі доказать, что і В^АА^ = іАА^В^ и АВ^^ А^ Д, 

Соединив прямой ВВ^ точки В и і^^, получим два тре¬ 
угольника АВВ^ и А^ВВ^^ у которых сторона ВВ^ будет 
обіцей, а другие стороны ішнарно равпызш друг другу, Та- 
]шзі образом, ті)й стороны ту>еугольштка ВАВ^ равны чрем 
.стороназі треугольника ВА^В^, откуда заключаезт, что 
іВАВ, = ІВА,В,. 

Так как і ВА В^ нвляется углозг аіежду касательными к 
дугам кругов аЬ н С(1^ а угол ВА^В^ служит углом^ зіежду 
каеательиызга к дугазі кругов и то мы выводим 

следуіон;ее заішочение. 

Если провести в плоскостях двух больших кругов на с^І^ере 
касательные к этим кругазі в точке их пересечения, то угол 
зіежду касателгшыми будет равен углу между касателг^пііііѴЕн 
к кругам, шобра;каіош,им данные два болы л не круга в 
граммастереогра(|шчеекой проекции, 

14. СВЯЗЬ МЕНЦУ ПРОЕКЦИЯМИ ЛИНЕЙНОЙ, 
ГНОМОНИЧЕСКОЙ И СТЕРЕОГРАФИЧЕСКОЙ. 

Очень легко установить общую связь зіежду нзображени- 
лми в линейной, гяомонпческой и стереограЧшческих ]іроек- 
днях, если только расстояние центра пучка от плоскости ли¬ 
нейной или гпомоиической т[рсекции будет р4Явно радиусу 
оспоБного круга стереогра(|)Ических проекций. 

УетаноБлеяие такой связи имеет ваишое щ}актйческое зна¬ 
чение нри графическоз[ решении задач в лроекдилх, так как, 
пользуясь этой связью, МОЖНО всегда значительно упростить 
необходимые иостроения и свести их к мгшнзіуму. 

Положим, аяЬср представляет собою диаметральный раз¬ 
рез шара нлоскостыо рисунка 109, причем О — центр шара. 
МВ и аЬ — ЛИЛЛИ пересеченшг двух плоскостей, нерііеп- 
днку.лярных к плоскости чертежа, с этой последней. МВ — 
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ішскость проекций; 8 
— точка, зрения. Ос — 
наиравлепие , перпен¬ 
дикулярное к плоскости 
аЬ, Л 

Лри нзображеннЕ в 
стереографических про¬ 
екциях О будет центром 
пучка проектируемых 
плоскостей и направле¬ 
ний, причем одной из таких плоскостей и является плос- 
кость аЬ. 

Соединив точку зрения а прямыми с точками а и Ь, полу¬ 
чим две точки и — концы диаметра круга, изобра- 
жаіои;его дапную іраш> аЪ в стереограі|іической проекции, 

Соедегшв зле щ)яішй вс, получаем точку — грашга- 
стереографвческуіо проекцию направлепия Ос, перпендику¬ 
лярного к проектируемой грани а к 

Как мы знаем, будет с.лувшть одповрел[еппо полюсом 
дуги круга п гиомостереограг|)ической проекцией 

граял аЬ. 

ІІрняяв за плоСЕОСТЕ, изобрамсения Б лилейных проекциях 
ту же плоскость 31N п взяв расстояние центра пучка от 
плоскости проекций равп1.[:я радиусу Об', аш должны будем 
для получения линейной проекции поместить центр пучка 
ниже длоскостл чертежа. 

Этого мы достигнем, перемещая все грани и ребра пучка 
паріилельно самим себе до тех пор, пока опи не пересекутся 
в новом денгрс пучка -- точке в. 

Проведя да параллельно аЬ и параллельно Ос, агм осу- 
ществийі па нашем чертеже (рис, 10^) такое деремещевже 
граней и ребер пучка. 

Точка (і персечения линий и б будет жнейпой про¬ 
екцией ребра О с, а точка д будет одной из точек линейной 
лроекцлп грани ак 

Так как Ос параллельна то углы сОр и (ІвО равны. 
Кроме того, также равны углы Осс^ и 





Рис. НІ9. 
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В треугольнике О ев стороны Ое О в равпм, как радиусы 
одного и того аш круга> а потому /_ Осс^ = і с^зО. Из этих 
равенств заключаем о равепстве углов сізс^ и с^зО. 

Таким образом, линейная нроекдпл ребра п])едставллет 
собою точісу, находящуюся иа вдвое большем угловом ])ас- 
стоящій от центра проекций, сравнителгіно с расстоянием от 
того же центра траммастереографнческой проекции этого 
ребра. 

Треуго.льник вОа имеет две равные стороны — радиусы 
круга Оа ш 3О, Б виду этого, і Оаз = і Овйу Так как 
прямоугольные треуголышш и зОа^ имеют обищй 

угол (неравный прямому) і Оа^Зу то эти треугольники по¬ 
добны и і Оза^ = і ОЬ^з, 

Точно таюке подобны и прямоугольные 'гі}суголііШШИ азЬ 
и Ь<і^з. Из этого подобия заключаем: і Оав^ Так 

как ІОав = і Оза^ то іё^вЬ = І_ ОЬ^з^ откуда заключаем, 
что ті)еугольник — равиобедрешіый и ~ 

Из подобия прямоугольных треугольников а(1^3 н а^яЬу 
имеющих равные углы {І^аз и а^Ъ^Зу заключаем о равенстве: 

і йа^5 і (Іва^. 

На основании этого равепства уі^юв, чреугольшш (іа^з 
таіике будет равнобедренным и жиил ёщ = ёз. 

Таким образом, в результате этих рассуікдений имеем: 
ёз^ (іа^ = с1Ьу т* е, точка й — линейная ироекцил паправления 
ос — находится посредине линии и слуяшт цен^гром 
круга, представляющего граммастереоз^рафическую проекцию 
плоскости аЬу перпендйкуляриоЙ к Оа 

Приняв .іилню 31N за ось вращения, повернем на[ііу 
плоскость проекций на 90^ до совмещения ее с плоскостью 
рисунка 110. 

В этой плоскости мы будем иметь: тпш^щ — основной 
круг проекций и все четыре проекции грани аЬ: 

1 ) Ь^па^щ — граммастереографическую проекцию грани 
аЪ; 2) — гномоегереографическую проекцию той же грани; 

Ѣ) кі — линейную н 4) А — гномоническую проекции 
грани аЪ. 
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Ш рис. 109 МЫ видим, ’іЕТО в^аимоотнотение между томЕа^ 
ми и ^ соверіиеішо аналогшщо соотеошешію ме;кду точ¬ 
ками и 

В самом де.те 5 до достроепиіо мы имеем: Ос параѵТлельна 
сіэ, а с другой стороны О а парсиілелвна 5^* Точка ^ полу¬ 
чается пересечением .линии вс с плоскостью чертежа, а точ¬ 
ка по.і)"чеяа пересечением лиши азе плоскостью чертежа. 

Подобно тому, как гі и соответствуют іыоскости аЬ, 
представляя 4 — центр и а, точку окружности граммаетерео- 
гра(1>ической проекции этой плоскости, точно так ;і:е ^ и 
соответствуют направлепию с О, представляя ^ — центр, а 
точку окружности гно>[остереогра^1)ической проекции напра¬ 
вления с(Х 

Б последне^я легко убедиться, приняв во внимание, что 
з^ ± сО^ так как з^ || Ой, а Ой .Б с О. 

Б виду отого, точка ^ будет цетром, ѵі^ е^^ — радиусом 
круго^ проведенного через точку н через концы диаметра 
пщ (рис. 110) основного круга проекций. 

Перейдем теперь к рассмотрению рис. 110, на которо^г 
точки, отвечаюище точіам рисунка І09, отмечены одинаковыми 
буквами. 

Проведем из то^іки как ив центра, приняв ^€^ за ра¬ 
диус, круг е^пп^сі 

Этот круг также пройдет через копцы диа^іетра пщ, как 
и крут цеьггром которого будѳ'Г служить точка ё. 

Тотаа щ крута щпЬ^п^ будет находиться на угловом рас¬ 
стоянии от центра О, основыого круга проекций, вдвое мень¬ 
шем, сравнительно с расстоянием точки ^ от того же цен¬ 
тра О, так как (рисл 09) Оа || и і Оав = і Оза = і ав^; 
аіедовательпо: і Оз^ ^ 2 і О в а. 

Точно ташке легко доказать (рис* 110), что каждая точка дуги 
пщщ будет находиться на расстоянии от центі>а О вдвое мень¬ 
шем, сравнительно с расетолнием от того же центра О со- 
ответстеенной точки прямой кі Соотаетечтие точек этой 
]ірямой и точек дуги па^щ мы установим, проведя прямую 
через одну из точек прлдюй кі и через центр О основного 
круга проекций. 

Точка представляет собою граммастереоп}а{[)ическую про- 

13 : кристаллограф!) ил 4 
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екщію ребра, которое можно рассматривать, как линию пере¬ 
сечения пучка плоскостей. 

Эти плоскости в граммастереографической проекции игзобра- 
зятся дугами больших кругов, проходящих через точку 
Гномостереографическая проекция ребра, изображаемого 
в граммастереогра(|)ической проекции точкой будет кру¬ 
гом , а гпомостереографические проекции (полюсы) 

плоскостей, проходяпщх через это ребро, будут точки, рас- 
пололіенные по окружности круга Ъ^па^п^, 

Гномони^еская проекция ребра Ос будет прямая кі, а гно- 
мопические проекции пучка плоскостей, пересекающихся в 
ребре Ос, изобразятс/г точками, лежащими па прямой кі. 

В самом деле, перпендикуляры к плоскостям такого пуч¬ 
ка, проведенные через центр пучка, будут ле;кать в плос¬ 
кости 8д, перпендикулярной к ребру Ос. Плоскость зд даст 
в пересечении с плоскостью проекций ЖІѴ прямую А*/. Эта 
прямая будет линейной проекцией плоскости 5^ и в то же 
время гпомопической проекцией перпендикулярного к пей 
ребра Ос (или зА, параллельного Ос). Лено, что перпенди¬ 
куляры к плоскостям пучка граней, пересекающихся в ребре 
Ос (или 3(1), изобразятся точками, лежащими на прямой кІ\ 
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итак, Б лшейяой проекдБи гаоскость щ даст прямую Ш\ 
ребра, дежаііі^ие в іітой няоскос'ш, дадут точки на прямой Ы* 
Таким обра:іОм, каждая точка жвпи Ы представляет со¬ 
бою гяомошіческую проекцию одной ш илоскостей, прохо¬ 
дящих через ребро Ос. 

Полюем граммаетереографичееішх проекций таких плос¬ 
костей изобразятся точками окружности дуги боль¬ 

ших кругов, изображакщие те ;ке плоскости в граммасгерео- 
гра(І>нчеекой проекции, будут проходить через 'точку 

Так как гномогаческая проекция каждой плоскости пучка 
будет центром круга, Езображатоіцего ту же плоскость в 
гралгмастереографической проекции, то каждая точка прямой 
Ы будет центром боліяиого круга, проходящего через 'гочісу 
Таким образом, лилия Ы будет геомеарлческим местом 
центров больших кругов, проходящих через точку 

Б ті}еугольпике с^дз (рис. 109) угол с^$^ равен сумме двух 
углов с^зО к Ов^, 

Из прямоугольного треугольника е^Оз шіеті 

і Ое^з = дО^ — і с^зО (а) 

Кроме того, і (^^ 8(2 = 90*^ — і й^зс^ і 
Так как і ~ іс^зО^ то 

іс^В{1= 90® -- і с^з О (Ь) 

Из равенс'гв (а) и (Ь) заключаем, ч'го ^Су8^ = і Ос^з и 
треугольник с^дз буде'г равнобедренным, 'г. е. с^д^дв. 

Так какСі — гномостереографическая проекция некоторой 
нлоекоети пучка: д — точка пересечения диаметра з^д 
с .шпейной проекцией той же плоскости и 5 — точка зре¬ 
ния, то из только что Бшеденного равенства с^д^ дз мм 
можем получить определенное соотношение ме^кду положе¬ 
нием точек д я а именно: 

Расстояние гпомоетереоірафичеекой проекции некоторой 
плоскостй пучка от ее линейной проекции равно раестоя- 
I ниго точки д — нересечеявя диаметра, проходящего через 
с линейной проекцией данной плоскости, от точки вре- 

1 НИЛ 3 . 
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Если точі:у ^ мы лриі^іем за дел^гр Еруга, лроходяіцсго 
через точЕу то такой круг будет граі[мастереогра<|іпчео- 
кой проекцией плоскости, перпендикулярной к данной. 

На осиовании бссго толіко что и:шжепгшго мьг устапаВ’- 
лиЕаеаі связв пежду лиріейыой и гпо но пи ческой проекциілш 
с одной стороны и стереогра^Іжческими проекциями е другой. 

Как мы виде.ш выше, эта связію діоѵкет быть установлена 
следую I іщми п о л оншішл 

1. Гиомотіческая проекция некоторой плоскости есть цепчі) 
круга, представляющего ту же плоскость в гра^ямастерео- 
графической проекции. 

2. Лжнейпая проекция ребра есть центр круга, представ- 
.тяюіі:^его гііомостереогра(|жчсскуіо проекцию того же ребра, 

3. Липейная проекция декоторой грани представляет со- 
бою геометішческое место центров дуг болывпх кругов, про- 
ходяпщх через гн 0 дмостереогра(|)ическую проекцию той ж*е 
грани. Центр О основного круга находится :яежду оч’ими 
проекция-дш, 

4. Гномошіческая проекция ребра есть геометрическое 
место центров больших кругов, проходящих через грамма- 
стереогра(1)йческуіо проекцию того же ребра. 11,ентр О ос¬ 
новного круга находится между этшги нроекцшпш. 

5. І'помостереогра(1іическая просктщя граіш находится на 
вдвое меныием угловом расстоянии от центра основного круга 
проекций, сравнительно е расегояпием от этого центра гпо- 
моншеекой вроекцші той же грани (при одинаковом ради¬ 
усе обоих проекций). 

Обе эти ііроеіщин паходятея на одном и том же радиусе 
основного круга проекций и по одну и ту же сторону от 
центра О, 

6. Каждая тонка прігмой, изображающей данную плоскость 
в линейной проекции, находится па вдвое большем угловом 
раестояпшт от цеіггра О основного круга проекций, еравш- 
тельно с расстояшіем соотввтс'гвуюи^ей ей точней па дуге 
большого круга, нЕобраншюіцего ту же грань в грамма- 
стереографической проекции. Как дапейная проекция, так и 
соответствующая ей дуга большого круі^а, изображающего 
данную гі)апь в гра^шастереографической проекции, находят^ 
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(ут ПО одну и ту же сторону от центра О основного круга 
проекций, 

7. Каждаи то'ша прязшй, и;^обра;катоіцей данное ребро в 
томошіческон ііроекдпи, находится па вдвое бодЕяиезс угло¬ 
вом расстояниж от ден'гра О основного круга проекций, срав¬ 
нительно е расстоянием соответствующей ей точки на дуге 
большого круга, илобраікающего то же ребро в гномостерео- 
гра(])ической проекции. Как гномоническая проекция, так и 
соответствуюіцал ей дуга большого круга, иуобршкающего 
данное ребро в гномостереографической проекции, находятся 
ІЮ одну и ту ЯѵѲ сторону от цетра О осповпого круга про¬ 
екций. 


15. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ, 

РЕШАЕМЫЕ ПРИ ТІОМОШДІ СТЕРЕОГРАФИЧЕСКИХ 
ПРОЕКЦИЙ, 

Те важные характерные особенности, которыми отличат^ 
ся стереографические проекцтш от всех других видов про¬ 
екций, дают во:)мо;кт[ость решать самые различные задает при 
помощи чрезвычайно простых геометрических операций, сво- 
дяищхая к проведению прямых .линий н кругов. Все задает, 
решаемые при помощи стереограДштеских проекций, сводят¬ 
ся, в конце концов, к не:^шогнм основным ііроблещм, на ре- 
пгешт которых мы и остановимся* 

Задача 1, Ііосі'щюить дугу <^олыііого щгуда в пяоскоети 
сшереографгічетих проекг{шк е(глгс дан пйііжі&р тг&й дуги 
(рис, 111> 

Общие соображепия. Полюс дуги большого круга лелшт 
на радиусе основного круга проекций, перпендикулярном 
к тому диаметру осповпого круга проекций, через концы 
которого проходит искомая дуга, Б виду этого, простым 
построением иаходизі две точки искомой окружности у и з. 
Найдя еще одну точку той .же окружности, мы уже сможем 
пос'гроить и самую окружность* За третью точку искомой 
окружности мы зюжем принять граіімастерео графическую про¬ 
екцию каждого направления, периендик}^тярного к ребру, 
изображенному в стереоітрафичеекой проекции точкой р. 


г 
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Решение задачи. 
Проводим диаметр рг 
через данную точку р и 
перпендикулярный кнему 
диаметр вд. Получаем две 
точки 3 л находятциеся 
на искомой окружности. 
Соединяем 5 с прямой 
л продолжаем ее до пере¬ 
сечения с окружності.ю 
г 0^5 Б точке Соединив 
Рі е о, построим прямой 
угол р^^ос^. СоедиЕнв пря¬ 
мой и находим точку 
е нересечеБия .шиий гр 
и Точка с будет третьей точкой искомой окруяшости. 
Заметіш, кроме того, что центр искомого большого круга на* 
ходитс^г на диаметре рг. Из средины о^грезка св восставляем 
перпендикуляр причем точка і пересечения атого пер¬ 
пендикуляра с диаметром ГІ И будет центром искозіого круга дез. 

При решении згой задачи мы можем воспожзоваться 
связью, установленной между гномонпчеекой, шлейной и 
стереографическими проекцияз[и* Проведя диаметры гі и вер 
а также прямые зр^ и проводим через точку 5 прямую $і^ 
параллельную ор^. При таком посіроенпи получаем: ірзі 
= іозр. Точка і будет линейной проекцией паправлепия, 
изображенного в граммастереотрафической проекции точ¬ 
кой р. На основании выведенной выше связи между ра:иич- 
пыми видами проекций заключаем, что точка і будет центром 
искомого круга. 

Задача 2. Лроввтт дугу большого ьруга через две дая^ 
ныв в ?глоскоети ешереографичеепих проет^гШ точки аиЬ 

(рие.112> 

Общие соображения. Как нам известно, точки а и Ь 
зііогут служить в стереографических проекциях: 

1) Граммастереографическими проекциями некоторых на¬ 
правлений. 



Ряс. ІИ, 
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2) Гномостерео- 
графичеекиліи про- 
екциязіи некоторых 
шосЕостей. 

Для реіііенил по¬ 
ставленной задачи 
там совершенно без- 
раз^тично, будут ш 
эти точки предета“ 
вллть собою гномо- 
жш граммастерео- 
графические проек¬ 
ции. 

Мы можем при¬ 
нять, что данные 
точки ажЬ предста¬ 
вляют собою по¬ 
люсы двух дуг боль¬ 
ших кругов. 

Как мы уже видели, каждая дуга круга будет геоме^гричееким 
местом точек, находящихся на расстоянии 90^ от ее полюса. 

Приняв а и Ь за полюсы и проведя дуги соответствеиных 
больших кругов, найдем точку пересечения этих кругов. 
Эта точка будет одновременно лриЕадле}ігать обоим кругам, 
полюсы которых нам дапы. Б виду этого, точка р пересе¬ 
чения двух, построенных на^[п, кругов будет находиться на 
угловом расстоянии в 90*^ от обоих данных точек а и !>, т. е. 
будет служить долюсолс дуги большого круга, проходяншго 
через данные точки а ж К 

Определив гаким образом положение полюса р искомого 
круга, мы можем построить этот круг, приняв во внимание, 
что его полюс р находится на радиусе ос основного круга 
проекций, пернендшіулярно^г к диаметру через концы ко¬ 
торого проходит искомый большой КруГ. 

Решение задачи. Как мы вндеж нз обш;их еоображе- 
НПО, решеннб задачи сводится к нахол^дению двух дуг по 
данным полюсам, а затезі опять к построению душ по най¬ 
денному ее полюсу. 
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/ 


Так как эа^ построения оттоаны подробно в первой за¬ 
даче, то мы здесь и не будем іта них остапавллваться. 

При реіпепии зтой задачи, зіы также зшжем восполіізовать- 
ся связью, установленной лш;кду различными видами проекций. 

1. Приняв данные точки а я Ь за гі)аммаетероографичес- 
кне проекции прямых (рнс. 112), находим их линейные про- 
екцин — две точпш щ и 

Прямая проведенпал через точки а^ и будет .ішыей- 
ной проекцией той плоскоста, которая изоб])азитсл в грам^іа- 
стереографической проекции искомой дугой болі>того круга. 
Для нахождения этого круга проводим диаметр гд, па¬ 
раллельный найденной линейной проекщга плоскости, а так- 
Лѵе строим гномоническую проекцию с той же плоскости. 
Концы диаметра пі будут двумя точками искомого круга 
гЬад, а шомопичеекал проекция нлоскос'га — топка с будет 
его цешром. 


2. Приняв данные точки а \\ Ь за граммастереографшіес- 
кпе проекции прямых, находим их гномонлческие ироекі^яи 
— линии и Точка с пересечеяші этих .лпний бу¬ 
дет центром искомого кругла ^Ьа^. 

Для реіиепия задачи по сігособам, указанным в п* 1 и 2, - 
необходимо осуіцествлят]> ігерсход от одного вида проекций 
к другому, ІІ[)актическое осуіцеетвлеіте таких переходов со- . 
веріленно аналогично те.м иості>оешілм, кото])ые мы делаж 
при рассмотрении соотношений между линейной, гломони-» 
ческой и стереографическими нроекцішш, Вследс'гвие этого, • 
мы здесь не будем остапавливаться па оішсании соответст¬ 
венных построений. 

Задача Э. Иайти грй^имаешереогрііфичетут щюетщп 
плоскости щчка, пересекающеііся с даптй плоекостш под 
углом а, ипроходтцеіі через даппую прямую^ паходнщуюся 
в данной плоскости. 


Общие соображения. Для решения поставленной зада¬ 
чи необходимо иметь следующие данные (рнс. 113): 1) дугу 
большого круга впр, представллюіи,ую собою граммастерео- 
ірафическую проекцию данной плоскости, 2) то^іку п на этой 
дуге и 3) величину угла к. 
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Рнс* 113. 


Самая задача закшчается в проведении через то'гку п второй 
дуги болыііого круга, образующей с данной дугой угол к. 
Для одпозиачного рсппення задачи необходимо указание 
ОтпосительЕіого положения угла о-, т. е., леобхо;іимо знать 
будет ли искомая дуга образовывать угол по правую или по 
левую сторону от данной дуги и будет ли этот угол, имею¬ 
щий вершиной точку п, обращен своими сторонами вниз или 
кверху. 

Если эти указания даны, то реінеяне впо^ше однозначно. 
При решении этой задачи мы должны иметь в виду основ¬ 
ное свойство етереогра(|шческих проекций, а нменяо, что 
углы между дугааш больших кругов в проекции равны углам 
меясду проектігруемыми болі>іиимй кругалін на поверхности 
піара. 

Примяв во Бішвіаігие это ройствб стереографичесішх проек¬ 
ций, мы заключаем, что при построении граммастереографи- 
ческой проекции второй .дуііім, налг придется строить угол, 
равный данному углу а, Зчют угЬд может быть определен, 
как угол между касателгншта к юбовм дугам в точке их пе¬ 
ресечения п, и.іи как угол между радиусами еоо'гветственных 
больших кругов в проекции. 

Мы воспользуемся последним определением. 

Таким образом, решение задачи сводится к нахождению 
центра данного большого іфуга, построению угла а, а 
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затем Е определенто положешія центра искомой второй 
дури болыіюро круга. Центр будет служить то^ікой пере- 
сече тая двух прямых: 1) радиуса пс^ искомой дуги боль¬ 
шого круга, проведенного через точку п под углом а к [тли- 
усу пс^ данного круга рпв\ 2) гномонической ироекцип ^с^ 
прямой^ изображающейся в граммастереографичеекой проек¬ 
ции точкой п. Прямая ^с^ будет геометрическим местом дуг 
больших кругов, проходящих через точку п. 

Таким образом, д.іія решения задачи необходимо найти 
две вышеуказанные прямые. 

Решение задачи (рис. ИЗ). Находим центр дуги 
круга впр. Проводим радиус Приняв п за вершину, 
строим угол равнзлй данному углу о;. Находим геомо- 

ннческую проекцию паправлетал, изображенного в грамма- 
стереографнческой проекции точкой для чего проводим 
через точку п отрезок диаметііа п^ л хіерлендикулярный к 
нему радиус о.%. 

Проводим прямую проходящую через точку п. Соеди¬ 
ня елі найденную таким образом точку окружности с цен¬ 
тром о и проводим ог, перпендикулярную опу Из точки 
проводті прямую параллельную о г. Находим тотау пе¬ 
ресечения д диаметра пд и .шнии з^д. 

Проводим линию дсу Эта литая будет перпендикулярна зс 
диаметру пд и будет представлять собою искомую гномопп- 
ческую проекцию ребра, изображенного в граммастереогра- 
(1>ическоц проекции точкой п. 

Точка пересечепня лппий дс^ и пе^ будет центром ис¬ 
комой дуги, которая и изображена на рис. 113 в виде дуги 
большого круга в^пру 

Задача 4. Найти грал(мас?7гереографичесте проекции 
всех шгпр тлений^ офаэгрощих угол а с данным паправле- 
нием, шо^раэюаемьш в гдшлишетедуеографгтеепой проек- 
7 фіі точкой а (рис. 114). 

Обптпе сообраяіения. Направ.тсния пучка, образующие 
с данным направлением О а определенпый угол в своей 
совокупности образуют поверхность прямого круі'лого кояуха 
с вершиной Б центре шара, причем данное ваправлелие 
будет представлять собою ось этого конуса. 
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При пересечении с поверхностью шара, прямой круглый 
конус дает вообще некоторый малый круг, который мы и 
должны будем проектиро¬ 
вать обшеьш путем, т. е., 
соединяя каждую точку 
отого круга с глазной точ¬ 
кой 3 , 

Проделав это, мы полу¬ 
чили поверхность уже дру¬ 
гого конуса, а именно, ко¬ 
сого круглого конуса с вер¬ 
шиной Б точке в, одно из 
круговых сечешій которого 
будет находиться на по¬ 
верхности шара, а другое 
в плоскости проекций- Та¬ 
ким образом, задача сво- 

■; дитея к построению в плоскости проекций малого круга, 
рНвее точки которого доллшьг быті. на одинаковом угловом рас¬ 
стоянии от некоторой точки о, находяіцейся на той же плос¬ 
кости проекций. 

Для решения этой задачи лгьт расслш^грим днаметраліліі.йі 
разрез шара плоскостью, проходяигей через ось за^ косоію 
круглого конуса- 

В этой плоскости мы буделі плгеть две производяіцие ис¬ 
комого конуса, причем угол зіежду ними будет равен уі\Т}^ 
2 а угол ліежду каждой производящей и осью коп}"са будет 

Так как взятый нами разрез шара будет диаметральным, 
то в этом же разрезе находится и центр о шара. 

Кроме того, по лостроеішіо^ в этом разрезе будут нахо¬ 
диться проекции двух противоположных пронзводллщх и оси 
конуса- В виду этого, в пересечении плоскости проекций с 
таким разрезолі шара, мы будем иметь центр искомого ма¬ 
лого круга точки этого круга, находящиеся на концах 

одного из его дааметров. 

Решение ісйдачи (рис. 1І4), Через даппуіо точку а про¬ 
водим радиус 60 основного круга проекций рЬу Щ о^в. Строим 
диаметр рз, перпендику,чярный ос, Соедишлем точки з ж а 
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(■прямой 5 а, пересеЕаюідеЙоі с оБружпостью оснозшого круга 
проекций Б точке 

От точки Цр по окружности освовного круга проекций, 
откладшаем раппые дуги н по величине соот- 

ветствуіоіцие центральным углам а* 

Соединив точку 5 ні)і{зіыми с точказіи и находи ді 

точки Ь и с перееечепил отих пря^іых с диамст])ом ос* ОТ“ 
резок прямой между точками Ъ л с будет диамегро:^г искомой 
проекций малого круга* Разде*тив линию Ьс пополам^ находим 
точку V — цегггр искомого круга, который и изо Сражен 
на рисунке 114. 

16. СТЕРЕОГРАФИЧЕСКАЯ СЕТКА. 

Репіение приведенных вшле вадач^ при помотцн 'іого или 
другого вида кристаллографических проекций, требует до¬ 
вольно большого количества геометрических поеіроениіі. Боль¬ 
шинство этих лос'Г]>оеБіій относится к нахолідепню иоло}кешш 
той или другой проекции на плоскости чертежа, причем все 
подобные построешія связаны с векоторыаіи определенными 
даиньиш, которые могут быть выражснш в угловых величинах. 

Б виду этого, мы можем знаадтельно унростигь необходимые 
построения и свести их к минимуму, если на плоскости 
проекций нам будут заранее даны проекции раз.інчиых гра¬ 
ней и ребер пучка, оаходяіцихся на определепиых угловых 
расстояниях от некоторых ноетояшіых точек ва плоскости 
проекций. 

Построив сиегему таких проекций, мы получим соответст^ 
венную илоскуіо сетку. 

Такая сетка .^шжет быть по*лучепа дія какого угодно вида 
проекций. Здесь мы остановимся только на рассмочрешііц 
так называемой, стереографической сетки. 

Суіцеетвует несколько типов (ггереографических сеток, по¬ 
строенных в разное время различными авторами (Е. С. <йе- 
доров, Г, Б. Вульф, Иенфнльд и др.), Нанбо.іее удобной и 
са:і[ой упо^ісбптелЕіПОй в настояіцее время является стерео¬ 
графическая сетка Е. С. Федорова, с радиусам в Ю саніи- 
метров, т* е. вдвое большего радиуса, сравнительно е изо- 
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браженной на рис. 115. Эта сетка моіііст біііть расеяатри- 
ваедіа, как гралдіастерео графическая проекция трех систем 
плоскостей, пересекающихся между собой по трем взаиашо- 
ііерпеіідикуляриші диаметрам шара. 



Рис. 115 , 


Угловое расстояние, между двумя б.ти.жаиіігами друг к другу 
плоскостями системы, равно 10®. 

Каждая такая система пересекается рядом плоскостей, ііер- 
иеЕлику.ирш.гх к лппті пересечения плоскостей датшой ей- 
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СТ0МЫ И паходяідттхся на расстояшш 5*^, считая па дугам 
больших нругов, образуеліых ллоскостііміг соответетБУЮіцей 
системы. 

ІІаждая плоскость, п€ресекаюш.ая данную систему плос¬ 
костей, изображена да сетке в гра:ммастереагра()ѵической 
нроекііэи. 

В виду того, что эти плоскости вообще не проходят чеі^ез 
центр шара, их граммастереографігчеекие проекции будут 
дугами малых кругов, в то время как каждая плоскость си¬ 
стемы изобразится дугой болыііого круга. 

Таким образом, стереографическая сетка будет представлять 
собою серию граммастереографических ііроекцп й больших 
и манных кругов, причем ініждый шалый круг будет исрпеп‘ 
днкуллрея ко всем большим кругам данпой системы, и на¬ 
оборот. 

Для построения стереогра{{)ической сетки Е. С. *І'едоі)ова, 
удобнее всего начать с построения проекций той системы, 
плоскости которой нересекаются по диаметру шара, перпен- 

ДИКуЛЯрОЫу к ПЛОСКОС/ГИ проекций. Для этого, ВОЗМОЯИ10 ТіЦПг 

тельнее делим основной круг проекций на градусы. Вы¬ 
бираем два взаимно-перпендикулярных диаметра NN и 8 Р 
(фис. 116} основного круга проекций. Приняв 8 за точку 
зрения, проводим через эту точку и деления основного круга 
ііроекішй, начиная от Р до ІѴ, через каисдые б'*, прямые, 
изобрамсеиные на рис. 116. Приняв центр основного круга 
проекций за центр ]^иілых кругов, проводим эти круги, при¬ 
нимая за их радиусы расш’ояния от О до точек пересечения 
лучей, проведенных из точки 3, с диаметром Л1N^ Проделав 
отн ностроеяил, получаем систему коп центрических кругов с 
обіцим центром О. 

Затем проводим радиусы ОN\ ОМ и т. д. пачерчептіых 
кругов также через каждые 5^, начиная от проведепиог^о у-ке 
радиуса ОР. Через точки пересечения с радиусом ОN лу¬ 
чей, нроходйыщх через 3 и отмечающих каждые пять гра¬ 
дусов, и две постояняые точки, концы псрпевдику.іярпого к 
нему диаметра РЯ, проводим дуги болыппх круіюв. Такие 
же дуги больших К])угов проводим, ирщшв за постоянные 
тотаи М и Ж 
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Наконец, проводам дуги малых кругов, имеющих центры 
на продолжении диаметров МN и іЗР. Проделав эти по¬ 
строения, получаем етереогра(І)ическуіо сетку Е. С. Федорова- 

Р 


Рис. не. 

Как уже было сказано внгае, можно сильно упростить ре¬ 
шение стереоі'рафических задач, если только у пас имеются 
проекции, изображенные па стереографической сетке. 
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В самом деле, иа сетке можно, с зяаздттельпой томностью, 
отсчитііЕвать стереоі’])а{}німесктіе угловые расегснпшя точек от 
центра О, даже прямо на глаз, с точгіосіЧііо в (феднем до 
1/2^, так как радиусы разделены на уі’лы в 5*^, Конечно, 
тотность отсчетов повышается при увеличении дттметра сетки 
II достигает величины 1/2*^ пі)н диаметре, раішом 20 см* Та¬ 
ков именно диаметр сеток К С* Федорова* 

Таким образом, ири употреблении стереографіи] чееіеоГі еотки^ 
мы избегаем всех иосчроегшп, евязанл[ах с иахожденпем по¬ 
люсов дуг больших кругов, а имея градусные деления ос¬ 
новного круга сетки, можем всегда с большой точностью 
находить любые угловые расстояния* 

Кроме того, в кристаллогра^Ішческой ні);іктикс очень часто 
приходится реіпать вопросы, спязаішые с нзлшяением плос¬ 
кости проекций* Такие вопросы решашчш при [іолгсици еге- 
реографической сетки очень легко и быстро* 

17* ІКЗМЕІІЕІШЕ ПЛОСКОСТИ ПРОЕКЦИЙ* 

Пололъйм (рис, 117), точки Лр ^ отмеченные иа 

рисунке черными кружками, лредставляют собою ггюмо(Уге- 
реогра()>лческие проекции 4-х і'раііеіі некоторого криегалли- 
ческого йшогограиника, причем проекция ломе]цается е 
центре осиоБпого круга стереогра^(иіческоіі сетки* 

Полозшм, требуется изменить плоскость проекций таким 
образом, чтобы в ней находиліісь перпендикуляры к граням 
Ла Н Ііу Вто значит, что новой плоскостью проекций должна 
(^лулшть плоскость, изображением которой в граммасте])ео- 
гра(]]ической лроекдии будет дуга большого круга, проходящая 
через гпомостереограФІ)ические проекции граией и 

Проведя через точки и дугу большого круга ак^і^Ъ^ 
замечаем концы а и Ь диамеіфа сетки и отсчитываем число 
градусов между точказіи а и одним из полюсов сечки, иа- 
ходяіцихся па окруіяпосі’н основного круга проекций. При 
таком отсчитьЕвашш берется оллн из полюсов, иаир* между 
которыми иаходич^ся точка 

Повертываем все данные точней на проекции вокруг центра 
Оі до тех пор, пока то*іка а ие совпадет с иожюом При 











ІІроекцгіп гтри позіощн веіггорпа,іъішк іфугов 05 


таком враідешти все точіш будут двигатьсл но дугам малых 
кругов, щіеюлшк центр в тотае 0^, котор^ш останется на 
месге. 


1Ге1)емеп^ешіе точек Ь, Л,, \ тт указано па рла 117 
дугами соответітвуюіпуіх кругов, а новое ііоло:кеіше этах 
точек будет и\ Ь\ к[^ К и Это половшшіе отмечено па 
рис* 117 кружками с одгшм кольцом. 

13; І^ИСТЛЛЛОГРАФІШ б 
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ІІосле такого Брапі;ешя дуга аІі^ІцЪ принимает положеяие 
дуги а}і^ѣІЬ% причем Ы и Ь' будут совпадать с полюсавш 
сетки. 

О'і’С^штав угловое расстояшіе могкду нившт цо.тіосом 8 
сетки и точкой перессчеітя ^ дуіи аЧг^ь^Ь' с радиусом 
прпмезг за ось враіцепия диаметр^ііара, проектирую- 
пі,ийся полюсами а и Ь\ 

Произведем теперь враиіеиже вокруг эгой оси точек 
и Оі на угол 8^^ При таком вращении точки а' и V остапутся 
па несі’е, а все другие і’очки будут двигаться по дугам малых 
кругов, сферпческыш цешрамп которых буду^і’ служить концы 
диаметра а Ь\ 

Соо'іветственпое перемепіеыие точек піпі таком движении 
указано на рис. 117 двойішми сіре.ікашь 

II 006 такого вращения дуга а совпадет с осоовпым 

кругойс сетки, а точки и 0^ заййіут полоиѵспня точек 

у и О'', отмеченных па рис. 117 черными круж¬ 

ками с двумя ко.іьцами. 

18, ПРОЕКЦИИ ПРИ ПОМОЩИ ВЕКТОРИАЛЬНЫХ 
КРУГОВ. 

Д.ТЯ изображения па плоскости точек, данных в пространстве, 
мы зіоліем иногда по.іьаоватьел векторна.?іьпымн кругами. Изо¬ 
бражение векториальнызш кругазш особенно удобпо в том 
случае, ес>.ій в пространстве дана система точек, раеполо- 
яіедянх с определенной правильностью. 

Из данной точки а опуекаезЕ перпепднкуляр на* плоскость 
проекций и отмечаем на отой плоскости точку иересечепия 
перпендикуляра с плоскостью чертевѵа. Из точки проводим 
окружность радиусом, равным расегояішю точки а от плосг 
кос^ги чертежа. 

Иа этой окружности стрелкой отмечаезі направление, при¬ 
чем, для всех точек, лежащих выше плоскости чертежа, на- 
прамение берется в одну сторону, а для точек, лежащих 
под плоскостью чертежа берем противоположное палравлепие. 
Каждая такая окружность с отмеченным на ней направлением 
и называется векторигьлііНым кругом. 
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19. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ 

ПРОЕКЦИИ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ МНОГОГРАНШКОВ. 

Изображ,еішя крЕетал^тцеского жногогранниЕа в линейной^ 
гяомошічесЕой н стереографическга проекциях преследуют, 
как мм виде,ш, цель получить такое ивображение, в котором 
бм*т бы Бполде ясно и отчетжво показаны угловые сооі^ 
ноііювЕя между олементами этого йіногогранншѵа. 

Однако, ес.іи аін зададимся целью изобразить кристал^ж- 
ческий мпогограппик ма плоскости так, чтобы б язображенвн 
был наиболее отчетлгаво и ясно щ>едстаБлед впеиіпий облик 
данного многогранника, то все рассмотренные ламп виды 
проекций будут еовериіеияо ыеудовлетворителг^ны, Б самом 
деле, при получении линейной, гномонической п стереографи¬ 
ческих проекций многогранника, йш заменяли данный много¬ 
гранник пучком граней и ребер. Еаш же мы хотим изо¬ 
бразить внешний облик данного многогранника, то такая 
замена уже не допустима и нам необходимо изобразить то, 
что йіы наблюдаем в действительности, т. е. приблизиться к 
перспективному изображению. 

Для по.лучения таких изображений Ериста^ліичееких много¬ 
гранников употребляется, так называемая, прямая и.ш косая 
оруогональпая проекция. 

ТІрямая‘І'ортогоЕа*іьная проекция иногда еіце называется 
,^идом сверху*^, Е то вреаія как косая ортогональная проекция 
представляет собою обычный рисунок кристалжкеского много¬ 
гранника. 

20. ИЗОБРАЖЕНИЕ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 
МНОГОГРАННИКОВ Б КОСЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ 
ПРОЕКЦИЯХ. 

Обычно, так называемые, чертежи кристаллов представлянуг 
собою изображения кристаллических многогранников в косых 
ортогональных нроекдиях. Иногда даются изображенил, ко¬ 
торые ЯЕляютея, так яаз,, „видом сверху'^. Эти изображения 
также ни что иное, как ортогона.чьная проекция. 

5 ^ 
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Чтобы получить ортогональную проекцию данного предмета, 
необходимо из каждой его точки опустить перпендикуляр па 
плоскость проекций. 

Точіш пересечения этих перпендикуляров с плоскостью 
чертежа и будут ортогональной проекцией данного предмета. 

Таким образом, ортогональная проекция представляет со¬ 
бою перспехсхтаное изображение, причем центр перспективы 
находится в бесконечности. 

Для изображения в ортогональной проекции отрезка пря¬ 
мой, не лежащей в плоскости проекции, мы можем опустить 
перпендикуляры из концов о'гг)езка на плоскость проекции и, 
соединив точки пересечения этих перпендикуляров с плос¬ 
костью чертежа прямой .тинией, получим ортогональную про¬ 
екцию данного отрезка. 

При вычерчивании кристал.тов в ортогональной проекции 
изображают только проекции его ребер и, таким образом, по¬ 
лучают рисунок кі)исталла. При этом, все параллельные ли¬ 
нии на крпеггалле изобразятся в ортогональной проекции так- 
;ке парахіельпыми .линиями. 

Равенство углов вообще не сохраняется, исключая равных 
углов с пара.л.лелыіыми сторонами. 

Длины ребер и размеры граней также меняются, в зависи¬ 
мости от положения ребра п.ііі грагш, относительно п.тоскос'га 
проекций. 

По существу, получение вида сверху почти ничем не от¬ 
личается от способа изображения криста.лла в косой ортого¬ 
нальной проекции, ес.лп пользоваться гпомостереогра(|»иче- 
ской проекцией граней, данного кристаллического комплекса. 

Однако, вид сверху можно получить гораздо иронщ, не 
изменяя плоскости проекций, в то время как изображение 
в косой ортогопа.тыіой проекции по.лучается только после 
изменения обычной ориентировки кристаллического мгюго- 
грапнпкіг относительно плоскости стереографических проек¬ 
ций. Поэтому мы сначіиа опишем способ по.лучеішя вида 
сверху. 

Заметим, что при всех дальнейших рассуждениях мы бу¬ 
дем принимать, что данная стереоі’ра()[)ическая проекция изо¬ 
бражена па стереографической сетке. 








Изображение іфисталлиіеских шіогограикаиов и т. д, 
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Представим себе яаиі кристалл в виде типического много- 
гранпика, т. е* такого млогограпника, все граіш которого ка- 
саіотел поверхности вплсаипого в него шара* Тогда гномо¬ 
стереографическая проекдия каждой грани будет в то’же 
время изображать точку касания одной из плоскостей много¬ 
гранника, оннсаолого около піара с радиусом, равным ради¬ 
усу сетки. 

Теперь необходимо найти граммастереограі|шческие про¬ 
екции радиусов шара, ироходянщх черев вершины типичес¬ 
кого ^[логограпянка* Прилимая во впималие, кто напменьшее 
ко*шчесіъо граней, пересекаюпщ^ся в одной точке, есть Й, 
йіы ^іоже^г предположить, ч'ю каждые три грапп, проекции 
которых находятся всего ближе друг к другу, образуют вер¬ 
шину многоіфанника. Крозш того, за]!ие'тл,^[, что радаус шара, 
проходящий черев вершину типпчеекоі’о :і!МОГОіфаишіка, яв¬ 
ляется в то же время осью конуса с круговылі: осдовашіем, 
лроходящим через точки касания П'номостереогра()шческие 
проекции) данных трех граней. Граммастереографическал 
проекция такого круговоі’о основания будет нзображаться на 
сетке ыалы.^[ кругом, проходяідим через гпомостереог])афи- 
ческие проекции трех граней. Плоскостной цеп'гр этого круга, 
очевидно, будет от-тичатьсл от стереографического центра, 
приче,^[ этот последний будет находдться на том яш радиусе 
сетки, на которозі раснололши и плоскостной центр круга. 
Кроме того, стереогршізический центр найденного малого 
круга будет, в то же время, проекцией радиуса шара, про- 
ходяіп:его через вершину многограишіка. Чтобы получить эту 
проекцию, ставим в найденный плоскостной центр одну нож¬ 
ку циркуля, раскрытого на величину радиуса круга, про- 
ходяи^его через гпомостереоірафическпе проекции трех, взя¬ 
тых нами, граней* 

ложку циркуля переносим до совпадения е тез[ 
радиусом сетки, на котором находится плоскостной дегггр. 
При моБОрсгге этой поікки циркул;[ на 180^ получим второе 
совладение ее с тем жв раддтусом сетки. Отсчитаем от цептра 
проекций число градусов по тому же радиусу до первого и 
до второго совпадения ножки циркуля с даршьт радиусом* 
Взявши полусумму отсчитанніііх углов и отложив от центра но 








то:ііу же радиусу найденное такизс образо^г число градусов, 
мы получим точку, которая и будет искомой граммастерсо- 
графической проекцией того радиуса сферы, который про¬ 
ходит через одну из вершин тидического зшогограншіка. 
Сделав подобные построения для проекций всех граней по 
три взятых, и соединив найденные точки дуга:^іи болііДіих 
кругов, мы найдем проекцию того делеппл полусферы, кото¬ 
рое получится, ес*ш в соответствуювщх точках (гпомостерео- 
гра(І)ических проекциях граней) проведем касательные граии, 
а через центр вписанного шара и через ребра граней про¬ 
ведем цсгііра*чьные плоскости, которые пересекут С(І)еру в 
дугах болыаих кругов. 

Обведя, выіііеуказаппым образом, контуры мпогограіггшк^г 
на сфере (в проекции), мы моягсм ііепосредс'ГБендо по.тучить 
вид кристалла сверху, т, е, его ортогональную проекцию. 

Для этого необходимо только найти изображение вершин 
многогранника в этой проекции. 

ІІрпітимаем за плоскость чертежа плоскость, перііеы^гціку- 
лярпую к направлению, проектируіош,еаіусл в центре сетки* 

15озьмем эту плоскость на таком расстоянии от цен'гра 
сферы егереогрніітческих проекций, ч^гобы все веріішпы, изо- 
браяѵаеіюго мпогогранника, паходилпсь ниже плоскоші чер¬ 
тежа. 

После этого, переместим плоскость чертежа впиз, до сов¬ 
падения ее с одной или песколькшш бли}ка&іііпмн к ней 
вершинами многогранника. 

Расстояние этих вершип от центра сферы определится 
по г})ормуле: х = где х — искомое расстояние, Е — 

радиус сферы и а — угол между линией, соедипяюіцей дан- 
пучо вер ШИП)' с центром сферы и радиусом шара, перпен¬ 
дикулярным к одной из граней, образующих данную верши¬ 
ну. Расстояние плоскости чертежа от центра сферы опреде¬ 
лится по формуле: гг = хеовр = где п — пскоэюе рас¬ 

стояние и /5 — угол іііежду лишіей, проходявщй через вер¬ 
шину и центр сферы, и нормалью, проведенною из центра 
шара к плоскости чертежа. 




Изображение крпсталллческнх эівогогрішніигов и т* д. 
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Бьшіеприведенные фомулм мы може.м легко Байт па ос- 
новаапи следующего рассуждежия. 

Положим (рис* 118ф Ог ^ / - -^ 

— радиус тара, перяен- 

дикулярпый к некоторой '"'"ч у ^ 

грани образующей е -У— Ѵтт - 

гранями и вершину / ^ \ 

летщую в плоскости [ 1 

аертелш- МК Соедишм I / 

^ с О и г. Так как ли- \ / 

Еия рг находится в плос- >/ 

кости Л. у то угол ргО ра- Г-^ 

вен прямозіу* Бели а — 

угол между 2^0 и гО^ то из прямоугольного треугольника 



Соединив точку р с точкой с пересечения нормали Ос к 
плоскости чертежа с этой последней^ получим прялгоугольиый 
треугольник рсО. Обозначив і рОе=р, получаем Об=рО ■ соз^3 



Чтобы, при нахож- 
дешш первой вер¬ 
шины, избежать вы- 
числепий по форму¬ 
лам, мы мажеаі при- 
меиить следующий 




Проведезі каса- 
тельпую к внешиему 


кругу проекций (рис* 

11 д)\ лериеядику- ^ й 

лярную радиусу Ог^, 

на котором нахо- 

дитсл точка г — гно- 

моетерео графическая 

проекция граня А. 

Еатя р — дроек- 

идя вершиш, обра- рно ш. 
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зуемой граііллш и то, отсчитав по дуге бодытшго 

круга рг угловое расстоииие дюжду точками р и г, отклады¬ 
ваем этот угол от ТОЧЕН Гу НО виеиптсму кругу лроекиий. 
Находим точку лежащую на Бііеііінеіі круге ироокций. 
Из ТОЧЕН 7 \ ироБОДилі інісатсльную к Бненіиему кругу и на¬ 
ходим точку Рі пересечений! этой касагельной с секуііщті, 
нроведеииой через точку и центр О, О будет выраигать 
расстояние первой веріиины от цеігіра тара с радиусом, рав- 
пыз! (ОГу = 11 ) радиусу сетки. 

От точки і'з виешиего круга проекций, откла^тываем уі’ол 
/3, равинй угловому расстолиию точки р от цеичра О. Нахо¬ 
дим точку Гу Проведя радиус через точку Гд, опускаем ыа 
него перпендикуляр р^с иа точки ру. В такоАі случае: сО — 
расстояпие плоскости чертежа о'г детра С([>ері,і, а руС — 
расстояние первой веріиииы от центра проекций, 

Подобиос пахождегше положегшл первой веріипны долж¬ 
на приіЕеняться толігко в том случае, если ня один грань 
крис'галла не проектируется в центре. Если все цеичр диа¬ 
граммы является проекцией храни, то іголожеггие первой 
вер типы пепосредственоо определяется, как лилейная про¬ 
екция еапрявлення ор^ изображаемого точкой р в грамма- 
стереогра(Ініческой проекции. 

Определив, описанным выіие способом, положение первой 
вершины многогранника, хмы переходим к оахождеиінг! вто¬ 
рой вер шипы, соедипенпой с первой ребром, ивображеішшг 
в виде дуги больпіого круга. Эта вторая вертнна дол;кна 
находиться, так же, как и все другие, ыа линии, соедішлю- 
щей ее с центром диаграммы (радиус этой веришоы). 

Положение второй верит нм олределяется весі.ма просто. 
Положим, ребро, соединяющее 1-ю и 2-ю веі)тин!>і, есть і)ебро 
пересечения граней Лу и Очень нетрудно решить, ка¬ 
ким граням принадлежит это ребро, так как гномостерео¬ 
графические проекции всех граней находятся внутри соот¬ 
ветственных сферических хііяоі’оуголыгиков, которые :ны полу¬ 
чаем при Бэобрашеггни проекций контуров кристалла вас!|)ере. 
Стороны такого лгногоугюльинка изображают ребра каяідой 
граіш со смелѵішмп с ней. 
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Тогда, проведя через проекцті этих граней дугу большого 
яруга, замечаем ітоложеніге концов зтой дуги на вдеіинсм 
круге сетки. Ііерпеддпкуляр к этой дуге и будет представ¬ 
лять ребро между гранями ^4^ и в ортоголальной про¬ 
екции. ІІеремеищем пайдеииий перпендикуляр пароле.льио 
самому себе до тех пор, пока на нем не будет находиться 
пайденпая нами первая вершина. Точка пересечения этого 
перпендикуляра с радиусом, на котором находпіся проекция 
2 -й верпіипы, даст нам пзображенпе этой вершины на чер¬ 
теже, а сам перпендикуляр изобразит ребро. 

Совершенио заким же посгроеыпем находятся остальные 
вершины и ребра. 

В результате всех ;п'их по строений получаем вид кри- 
стал.та сверху, лричезг, изображаемый крисіа.™ічсскпй много¬ 
гранник будет тилнческиі^г, опиеапиыж вокруг шара с радиу¬ 
сом^ равнызі радиусу сетки. 

ІЗаметм, что за первую вершину на чертеже можно при¬ 
нять какую угодно точку, ле^яаіцую на одном из радиусов, 
сетки, пуюходлпщх через гралімастереографическуіо проекцию 
одного из направлений, соединяющих цен'гр сферы с вер¬ 
ши иой многогранника. 

При тако^^ построении, мы получим изображеіше кристалла 
в косой ортогоиальдой проекцтт, также в виде типического 
миогограниика, но, описанного вокруг шара с диаметром, не 
равным диа^ііЧфу сетки, причезс і[Сно, что этот диаметр бу¬ 
дет увелтппшаться по :\гере удалепия первой вершнлы от 
деитра проекций. 

Вид кристахта сверху имеет тот существенный недоста¬ 
ток, что все плоскости, проекции которых лежат на внеиі- 
нем круге диагра:^[мы, изобразятся прямыіш .інилями. 

Чтобы получить рельефное изображение и кзбеячать тако¬ 
го неудобства, цеобходпмо изменить угол зрения. 

При таком измеяеЕши уі\ла зрения, прежде всего, ставится 
задача изобраиселия вида кристахш не сверху, а спереди. 

Так как, при обыкновенной ориентировке проекции кри- 
стахіа, Б цетре О стереаі’ра{[]ичеекой сетки иоііещается 
граммастереогра4)ическая проекция того направления в кри¬ 
сталле, которое должно быть расположено вертикально, при 
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рассматриватпш кристал.шческого многогранника^ то, прежде 
всего, мы и должны изменить расположешіе проекций эле¬ 
ментов данного многограпиика ^іак, чтобы грамма(ггс])еогра- 
(1>нчебкая проекция такого вертикального паправленля заня¬ 
ла положение в верхнем н нпжнелі полюсах стерео- 
графичес:^ой сетки (рис* И 9). 

Такого пз.мсненил положения ве]}тпкальпого направления 
криста.т.шческого многогранника легко достагпуті, путем по¬ 
ворота всех проекций иа сгереографнческой сетке, вокруг 
горизон^гального диаметра сетки^ па угол в 90®* 

Изменив таким образом положение всех проекций элемен¬ 
тов криетал.іическаго многогранника на сетке, враіцаелг всю 
систему проекций вокруг диаметра справа налево па 
20^ а затем вокруг диаметра на 10® сверху вниз* Прак¬ 
тика черчения кристаллов показала, что щт 'гако^г угле зре¬ 
ния получаются, обыкновенно, наиболее наглядные чертежи* 
Иногда приходится применять и другие углы поворотов, 
Нзмепяв такп*м образом поло;кение проекций элементов 
криста.іі*іического многограпптіка, получаем чертеис кристалла 
в косой ортогональной проекции, совертенпо таким ;кс спо- 
собо^і, как это улш было описано для пахоясденил вида 
сверху* 


21. ОРТОГРАФІ1ЧЕСК*4Я ПРОЕКЦИЯ* 

Как эіы уже виде.іи, д..ія того, чтобы получить рисунок 
криста-ыжческого многогранника, даюіций впечатление рель- 
е(})ного изображения, всего выгоднее употреб.іі[ть косую орто¬ 
гональную проекцию. Если мы хотим получить такое же 
лзображепие поверхиостн тара, то нам приходится приме¬ 
нять косую ортографическую проекцию, которая и будет в 
сущности ортогональной проекцией поверхности сферы. Лрн 
ортогра(})ических проекциях точка зрения (глазная то^ша) уда¬ 
лена в бескоиечдость, а потому положение плоскости проек¬ 
ций совершенно не влияет па изображение, не изменяя ни 
способа построения ни масштаба изображения, В виду это¬ 
го, такая проекция и получила название ортографичеекой, т. е. 
пряморисующейся. Изобретение ортографической проекции 
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приписывается Алполониго (греіеекий геометр, живпшй за 
200 лет до Р. X.). 

Большие и ма.тые круги, проведепнне на поверхности 
данной сферы, изобразятся в ортографияеской проекции, 
вообще говоря, эллипсами, причезі, только в некоторых част- 
ыых е^іучаях такие круги изобразятся или прямыми липиями 
или также крулгми* 

Для получения изображения круга на шаре, в ортографп- 
ческой лроекиии, пеобходимо из каждой точки даипой ок¬ 
ружности опустить перпендикуляр па плоскость чертежа* Со- 
вокуппость таких перпендикуляров образует поверхность 
декоторого цилиндра, а каікдый перпепдикуллр будет пред- 
став-іять собою производяп^ую этого цилиндра. 

Все цилиндры, полученные путем построений таких пер- 
пендикуляроБ, будут п.т прямььми, и.т косыми круглыми ци- 
липдра^[и. 

Ііосіроеыие изображений кругов па таре, в косой орто- 
граі|іической проекции, не представляет викакого затрудне¬ 
ния, и здесь мы остановиться только на той связи, которую 
можно установить .между стереографической проекцией дай¬ 
ной точки (па поверхоости сферы) и 
ее ортогра({шческой проекцией* 

Положим, (рис* 120) нам дана стерео¬ 
графическая проекция а некоторой 
точки па поверхности СіІ)ерьь 

Проводші; через денір О основного 
круга проекций и точку а прямую Оа. 

Проводим диаметр 88^^ перпендику¬ 
лярный О а. 

Соедипив прямой точки 8^ и а, на¬ 
ходим точку о пересечения этой ііря- 
]^іой с основным кругом проекций. 

Из точки € оп)^скаем перпепдикуьчяр сщ на линию Оа^. 
Точка и будет ортоіра(})ической проекдией точки шара, 
і взображаюиі;ейся в стереографической проекции точкой а. 

Положим: 

і 8і0с = і Оса^ ^ а\ 08 Ос = 1, 
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Из орямоуголг.ііого треугольЕИЕй, а08 находим: 

Оа = 08 і 08а = 

а из прямоугольного 'іреугольтшка са^О имеем: 

0^1 ^ Ос - 5ІП і Оса^ = БІпа- 

Таким образом, расстояние стереоі’рафической проекции 
точки на іігаре от центра основного круга цроекций равно 
тангенсу половинного угла меліду диаметром, пернснднкуляр- 
ным к плоскости проекций и диамстроаг, проходімн,нм чере:з 
данную точку на с()юре. Расстояние же от центра О основ¬ 
ного круга проекций до ортографической проекции данной 
точки равно синусу того же угла а. 


IV, СТРОЕНИЕ КРИСТА ІЛИЧЕСКОГО 
ВЕЩЕСТВА, 


1, СТРУКТУРА КРИСТАЛЛОВ. 

Из общего свойства кристал.тческого веіцества, о котором 
уже было упоашнуто выиіе и которое аім назвада кристалли¬ 
ческой одпородиостыо, можпо сделать вполне определенный 
вывод о с^гроешіи кристаллов. В самом деле, кристалли¬ 
ческой однородностью может оиладать толіжо такое вені^ество, 
которое состош’ из одинаковых частей, находящихся между 
собой Б параллелі^пом положении. 

Каждую такую часть, соверіііелло независимо от того, 
что она сама по себе лредставляет, мы }іожем раеслгатривать 
как некоторііій центр, из которого по все.м ваправлепилзг ис¬ 
ходят ])аз.іичные силы, ослабсБаюлще по мере того, как мы 
будезі уда^іяться от исходной частпіщ. Есми оти силы на- 
прав.тенн от каждой частищд в окружаюіцее се прострапггао, 
то, в случае пііисутсі'вия нескольких частиц, мы всегда можем 
найти таь'ую пове])хиость, или такие ііоверхпости, вокруг каж¬ 
дой частицы, на которых силы, исходящие из данной чаепщы, 
будут пейтра.іизоваться про'іивоіюложными силами, исходя¬ 
щими из других ближайших частиц. Назовем 'такие ией- 
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тральные силовые поверхности щ^левыда п заметим, ^то ну¬ 
левые поверхности будут ограннщвать С(1)еру дейстеия казкдой 
отдельной частицы. 

Если мы будем рассматривать все пространство, занятое 
кристалжческими частицами, то это лрострапство молгпо пред¬ 
ставить себе разделенным на участки, ограниченные пулевыми 
поверхностями, причем каисдый такой участок будет содер- 
в;ать только одну криетал,ітчеокуіо частицу и будет яаходнтьея 
в параллельном пололшиии со всяким другим соответствую- 
пщм ему участком. Таким образозі, сферы действия частив;, 
ограниченные нулевььми повеіжностліш, дадут нам систе.\[у 
геометрических тел, выполняюіцлх щ)острансч'во без проме¬ 
жутков и находящихся в параллельном по ложе ши друг от¬ 
носительно друга. Такие геометричесіше тела называются 
параляелоэдрами. 

Представим себе, что некоторая неопределенно боліііиая 
часть пространства вынолнепа катшми-пибудь параллелоэдрааш. 
Если наблюдатель находится снача.іа внутри одноі’о ш таких 
параллелоэлров, а затем переместится в соседгшй, то, в виду 
полного тождества этих нара.оелоэдров и их одинакового 
расположения в пространстве, этот наблюдатель совершенно 
не заметит своего нереліещения. Отметим исходное тело, в 
котором первоначально помещался наблюдатель, ци(1)рой О. 

Б системе параллело;ідров это тело со всех сторон окру¬ 
жено точно такими же телами, С каягднм из них оно имеет 
некоторую обилую поверхность, которую зш будем называть 
гранью параллелоэдра. После перемеящния наблюдателя в 
соседний нара,тлелоэдр, который мы обозначим цифрой 1, 
грань, бывшая первонача,тьпо впереди набшодателл, коі'да он 
находился в теле О, окаяѵстся теперь сзади пего, а впереди 
будет ііаходитщ*я, вполне тождественная с пей, новая грань, 
которая теперь доляѵна иметь такое же положешіе отпоси- 
тельно паблюдителя, какое раныие имела грань, оставшаяся 
позади. Это может быть толіжо в том случае, когда обе грани 
будут равны и параллельны друг лругу. Иа основании этого 
ясно, что камѵл.ый пара,^[лело;}др ограпичеп попарно равяъвш 
и параллельпыми гранями. Поэтому, число і^радей наралле- 
лоэдра будет всегда четное. 
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Предположим, что наблюдатель, иаходлнщйсл внутри ларал- 
лелоэдра О, будет последовательно переіЛеіі^атьсл по онре- 
делеппому направлению и достелелно проходить паролсло- 
эдры 1, іі, 3, 4 и т. д. При таком ііереігеіцении, наблюдатель 
встретит Б каждом новом параллелоэдре то же самое, что оп 
имел и в соседнем пара.ілелоодре. Путь наблюдателя будет 
находиться внутри ряда нараллелоэдров, расположенных но 
прямой ЛИКИН и образующих, так называемую, колонну парал- 
лелоэлрОБ. 

Каждый парал*ігелоэді) системы представляет собой тело, 
входящее в состав нескольких колопп, имеющих раз>.шчиое 
положение в пространстве. Каждой такой колонне соответст¬ 
вует определеппая дара граней. 

Число колонн, для которых данный параллелоодр является 
обишм, равно числу пар граней этого нараллелоэдра. 

Ес-іш в проетрапстве имеетс^г две пелараллельдых колонны 
парал^іелоэдров, то эти колонны непременно должны пере¬ 
секаться в одноія параллелоэдре, обн^ем обоим колоннам. Б 
случае, сс.т нам даны две колонны, аіы може^і вполне точно 
опреде.тить положение данного параллелоэдра, от.метив каждый 
параллелоэдр каждой колонны двумя цжЦ^рами. 

Одна из этих ди(|)р будет отмечать одну колонну, в состав 
которой входит данный пара^мелоодр, а другая — другую. Та¬ 
ким образом, каждая колонна будет отзшчепа одной и той же 
цифрой, 1Іарал.ііелоэдр, общий обоим взятым колоннам, отметим 
цифрами 00, причем это обозначение мы назовем символ озі 
исходаого параллелоэдра. 

Пусть одна из взятых колонн горизонталііная — аЬ, а 
другая вертика.]ьная — сА (рис. 121), Отметим колонну аЬ 
цифрою О на первом месте в сиэіволе ка^кдого ла})аллелоэдра, 
вЮдянщго Б состав этой колонны. 

Колонну еА обознатам той же цифрой О, но поставленною 
на втором месте в символе каждого параллелоэдра этой ко¬ 
лонны. При таком обозначении, первая цифра для всех парал- 
лелоэдров колоины аЪ будет О, а вторая будет меняться 
от — оо до + оо в зависимости от числа наролелоэдров, 
пройденных, начиная с парал.іелоэдра 00, по этой колонне 
в ноложительнозі и.ш оіфицательпо^г данравлении. Что ка- 
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сается параллелоэдров колонны ей, то для них, наоборот, по¬ 
стоянной будет вторая цифра в символе, каждого пара.іле- 
лоэдра колонны, а первая цифра будет переменной. 



Ряе. 151. 


Приняв 'гакие обозначения, будем переходить, начиная с 
ларахііелоэдра 00, к смеікным иарахтелоэдрам еолоянн а\ 
двигаясь от а к К м) ®' 

При таком передвижении, мы последователгьно встрешаі 
парат^іелоодры 01, 02, 03 нт. д. Идя в обратной^ напра^ 
лении по той же колонне, найдем парачОелоэдры 01, 02, 03 
и т. д. Передвигаясь но колонне с 4 кверху, мя найдем 
марачОелоэдры 10, 20, 30 и т. д* При передвишенш книву, 
встретим параллелоодры 10, 20, 30 и т. д. 

Каждый из иараллелоодрОЕ колонны аЬ, ъ свою очередь, 
входит в состав колонны, параллельной колонне ей. Взяв 
нараѵілело'эдр 01, мы выведем из него колонну е/*, смежную 
и пара.іілельнучо колонне ей. Точно также, из параллелоэдра 
10 выведем колошу ^Л, смежную н парахтельную колонне аЪ. 

Выведя из параллелоодрОБ колонны аЬ все колонны, парал¬ 
лельные ей, а из параллелоэдров этой последней колонны — 
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все колопны, параллельные аЬ, мы получим в общей слож- 
ноетн из всех колонн алой параллелоздров. Такой слой будет 
делБть всю систему пара-ллелоздров, выполшіющях проетрагг- 
стБО, на две части, нс вмеюище между собой ни одного об- 
ідего параллелоэдра* 

Совершенно очевидно, что каждый ііараллслоодр в слое 


отграничивается от смежпых с тім иараллелоодров несколь¬ 
кими парами граней, как например параллелоодр < О на 
рис, 12 и Эти грани пересекаются друг с другом и парал¬ 
лельных ребрах, которые, вообіде говоря, імогут и не быть 
прямыми лияиамп, Обідая совокупиость таких граней дар^ 
лелоодра, которые эшгут быті^ и не ііло{Жпми, пазйшашс^й 


нонсом граней, по ана.то^шп с лолсом граней мгіогаіфайгшш-‘і|| 
Так как к ка.вдоЩ тарани данного пара.^лело:>драі'При.;Ці#^і7 
кает смелшый с ішм пара^оелоадр, а каждые 
лоодра определяют колонную причем для огфеделаіш^і' 


. .ГТ" ГиВі 

необходимо и.^геть только дзе колонны, то мы моікем сказать, что 


каждый пояс параллелоэдра вноже определяет некоторый аіой. 

'ілгкіім образ о лі, несколгко слоев в системе параллело:щров, 
определяемые разжчпььмй поясами одного я того же парал- 
лелоодра, пересекаютог между собой в :гі'ом параллелоодре, 
ко'горый п будет едппственным параллело-ідром, входяідщі 
в состав всех утих слоев. Каждый слой параллелоодров де¬ 
лится данной колонной этого атоя на две части, лрлчом 
меяеду парахзелоудрами одной части и параллелоэдрами ді)у- 
гой не ііолсет быть ни одной обіцей точки. Таким образом, 
есж (ряс* 121) нараллелоэдр 00 слоя соприкасается с иа- 
ра^иелоэдром 11 того лш слоя по грани р^, то этими двумя 
паріьоедоадрами определяется колонна кі 


Еа.ти с лара,і.іело:здром 00 соприкасается параллслоэдр 
10 по граоп гр^ то, приняв параллелоэдр 10 за исходный, 
выведем смежну ю и иарахіелЕгиую Ы колошіу т щ в состав 
которой будут входи'гь ггараллелоэдры 01, 21, 32 и т* д* 
Параллелоэдры 11 и 00 отделены друг от друга колонігой 
тп и, следовательно, не могут иметь общих точек. 

Колонны аЬ и дѣ будут смежпшш и параллельными мсягіу 
собой. ТочЕО также смелшыми и параллельным будут ко- 
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. лоши Ы и тп. Нарамелоэдр 00 входит в состав колонн 
^ аЬ, сіі и кі, причем он имеет грани, обіцие с шестью пара.і- 
. лелоадрами 10, 11, 01, 10, 11, 01. Кроме этих иара^члело- 
► одров, б.тпгкайіішмл к нара^члелоадру 00 будут пара^джелоадры 
11 н 11. Но, как >[га видели, е параллелоэдром 11 взятый 
I нами параллело ідр 00 не может иметь нп одной обіней 
ТОЧКЕ, также н с ]іар.гмело;ідром 11, который отделен от 
I лараллелоодра 00 катонной 10, 01, 12 и т. д. Из этих рае- 
г суміденпй вытекает весьма важный вывод, который можно 
формулировать так: 

Иараллелоэдр может входить в состав не более как трех 
I колоаы одного и того іігв слоіь Так как каждая колонна слоя 
определяется двумя параллельными гранами, а самый слой 
I поясом граней параллелоэдра, то пояс параллелоэдра не мо- 
, жет состоять более, челе из трех пар параллелі>ных граней, 

В частном случае, пояс пара^злелоздра может состоять только 
I из двух пар паражлельяых граней, как наир., пояса каждого 
I параллелепипеда, который, очевидно, может атужить паралле- 
лоздром пекоторой системы. 

Выделив па системы паратлелоздров какой-нибудь слой, 
пересечем его плоско(ггьго, проходяіцей через соответственные 
точки ііараллелоздрОБ этого слоя. Такая плоскость пересечет 
грани иараллелоздров слоя по пекоторым линиям, причелЕ 
каздая такая .линии будет иметь себе равную и нараллельиую, 
В результате, мы ію,ту‘шм иа плоскости систему равных фигур, 
Бьншлняюиіпх плоскость без іфомежутков. іУтн фигуры на¬ 
зываются пара.ілслогопами и могут быть и.ш е четмреуголг^- 
Ш.ПІИ очертаниіыш — дипараллелогоны, или с шестиуголь¬ 
ными очертаітлми — трипараллелогояы. Таким образом, 
пояса граней параоелоэдра будр’ пш динараллелогональны 
йлн трипараллелоіюнальоы* 

Б виду того, что каждое ребро пара,ллелоздра служит осью 
некоторого первичного пояса, каждая грань нарахчелоэдра 
представляет собою некоторый парахчелогон. Каждая пара 
параллельных граней параллелоздра опреде.члет некоторую 
колопЕгу. Каждые две пары параллельных граней опреде¬ 
ляю'!’ неко'гоііый пояс граней лараллелоздра, причем каждый 
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ПОЯС иара*і.іелоэдра, в свою очередь, определяет некоторый 
слой- 

Ес-ш грань параллелоэдра имеет п пар С'горон и каѵкдая 
такая сторона служит одним из нараіілелілгых ребер нервич- 
кого пояса, то Еоличество поясов, перееекаюпщхся в дапной 
грани, будет равно Таким образом, калсдую пару парал¬ 
лельных іраней щр^іелоодра, мы молчезі рассматрпвагь как 
элемент пересечения нескольких первичных поясов. Так как 
каждый пояс определяет слой, то мы аіО/кем построить п 
слоев так, чтобы в состав этих слоев входила колоша, опре¬ 
деляемая двумя равными и параллелыіымп грап;пти пара^яле- 
лоэдра, имеющими каждая по п пар сторон. При таком по¬ 
строении, эта колонна будет колонной пересечения п слоев 
(Втстемы- Взяв какой- нибудіі аюй системы, пересекаюпщй 
эту колонну и содерл{алшй в себе данный пара.?ілелоэдр, мы 
увидим, что этот слой определігет некоторый поле даппого 
параллелоэдра, и будет пересекатіі п слоев, еодеряьгирх діш- 
Бый парачТлелоэдр* Это молѵет быть только в том случае, 
если даяішЁ параллелоэдр имеет пояс, содержащий 2п г]>а- 
ней. Так как пояса параллелоэдров могут быть только ди — 
иш трипараллелогональны, то п будет равно 2 или 3. 
Отсюда зіы пепосредствеппо выводим, что грани паралле- 
лоэдра могут білть ч’оліко или четмреугольтгики, или шесли- 
угольпики. 

Возьмем в систезге параллелоэдров два, непараллельные 
между собой, слоя. Эти два слоя должны пересекаться 
друг с другом в' некоторой колонне, т. е. иметь одну об- 
іцую колонну. Каждый параХлелоэдр этой об]дей колояны 
будет входить в состав, по крайней діере, двух колонн в кам?- 
дом ив пересекающихся слоев, причем на одну из таких ко- 
к(шн мы примем колонну, обпсую двум слоялг, т. е. ту ко¬ 
лонну, в которой пересекаются два произвольно взятых слоя 
системы. 

Таким обра:ю.м, в просчрапствепной системе каждый па- 
раллелоэдр будет обвщм, по крайней мере, ті)ем колоннам. 
В самом деле, в каждозг слое данный паржілело:>др может 
входить в сос'тав или двух, или чрех колонн, а в двух слоях 
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этот параллелогщр иожет быть обіцин и;т трем, или четырем, 
или, наконец, пяти колоннам* 

Принимая пекоторый нараллело'здр ирострапетвенной си¬ 
стемы за исходный, мы можем опреде^іить положепие каж¬ 
дого пара^плелоэдра системы, отметив его символом, состоящим 
из трех цифр. Символ исходного лараллелоодра будет в та¬ 
ком случае ООО* 

Кая;дый иараллелоэдр должен иметь несколько лоясов, так 
как один пояс і^раней не может образовать замкнутой про- 
странс'гвенЕой (|)игуры. Обозначим количество дииараллелого- 
нальпых поясов параллелоэдра буквой ^ ко^тичество три- 
дара^мелогоаальных Тогда общее кодачество всех поясов 
нараілелоздра р = + Ра^ 

Точно также, д.т обіцего ко.шчества граней параллело- 
одра, мы можем написать выражение /'=/э + /'з, где ко^ш- 
чество граней с двумя парами нарахіельных сторон, а коли¬ 
чество гранен с ч>емл парами сторон, Ес*ш мы сосчитаем 
кожчество нар граней в каждом поясе параллелоодра, то 
в дилараллелогональном поясе таких пар граней будет, оче¬ 
видно, две, а в трипараллелогональЕОм 3, Так как число 
Зиііарзиллслогональпых поясов пара*ілелоэдра равно р^^ а іри- 
лараллаііогональБых то, при таком подсчете, мі^і получим 
как сумму 2 Рз 4- 3 Заметав, что при этом подсчете каік- 
дая грань с двумя парами нарахчельных сторон была сосчи¬ 
тана 2 раза, так как она вошла в состав даух поясов, а 
грань с тремя парами сторон сосчіп’аяа три раза, выводим 
еледу юіцее соотношение: 

+ = + 3/’, (1) 

Если мм возьмем какой-нибудь пояс, то мы можем под¬ 
считать во скольких гранях пересекут его все остальные 
пояса* Если бы все грани взятого пояса имеш по две пары 
сторон, то в каждой паре граней взятого пояса его мог бы 
керееечь только один пояс* При этоаі условии, число лоясов, 
ліересекаюіцих взятый пояс, т* е* р — 1, было бы равно числу 
граней этого пояса* Если в состав пояса будут входить грани 
с тремя парами сторон, то в этих гранях данный пояс будет 
пересекаться е двумя поясами* В этом случае, число граней 

в* 
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ИСХОДНОГО пояса будет мелыие яіісда псресекаіоіднх его 
поясов. 

Для того, ятобн количество граней пояса снова ета.іо равно 
— 1, необходимо умножить на 2 число граней исходного 
пояса, пмеіоідих по три пары пара-оелыіих сторон. Вяяв 
обгдую сумму, получеппую для всех поясов, 31 м находизі: 

+ ( 2 ) 

В самом деле, в состав обіцей суммы р(р—і) каждая 
грань с двузнс парами сторон войдет два ра:яг, а каясдая 
грань с тремя парами сторон, іагк то.іько что было укаиапо, 
тесть раз* 

Вычтя из выражения (2) равспегво (1), паходизі: 

= (3) 

Ирп всех выінепзложенных рассуждениях зіы рассматри¬ 
вали яараллелоздр, как некоторое тело, ограниченное ыеопре- 
делеипызш поверхпостязш. Ізак частный случай, зіы зшжем 
рассматривать такой параллелоздр, граш которого представ¬ 
ляют собою плоскэеш, а ребра, следователг,по, прямые линии. 
Другшчи словазш, мы мояіем за пара^злелоодр принять всякий 
многогранник, выполііяюідий пространство без прозіежучков 
при свош повторении в ііараллельнозс поло;і:ении. Имен си- 
стеку йііих пара.ілелоэдров, мы мояшм всеі^да замешіть каж¬ 
дую іілоек)чо грань, взятого нами параллелоодра, некоторой 
кривой поверхпостыо. Произведя такую зазіену всех, ле па- 
р^илельпых друг другу, плоских і'рааей параллелоздра, мы иі:!- 
зіепизі его обьсм, что для каждой грани выразится прлба- 
влешіезі пли отнлтиезі некоторого тела, ограпнчеиного с од¬ 
ной стороны плоскостью, а с другой — взятой кривой поверх¬ 
ностью. Кслй мы прибавим к одной, какой-нибудь, плоской 
грани параллелоодра такое тело, то для того, чтобы измененный 
таким образом зшогогранішк, все-таки, остался паргіллело- 
эдром, мы дол}кгш будем отпять от пего такое же тело, со 
стороны пара^тлельпой і’рагш. 

Проделав такие прибавления п отеячил д.тя всех плоских 
граней параллелоэдра, мы, в результате, получим параллелоздр 
того же обьема и с тем же ко.шчеством граней и ребер, 
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Бак й вяятмй параллелоэдр е плоскшии гранюш* В виду 
этого, дшогограпгшки с плоскими гранями, выполняющие б 
параллельном положении пространство без промежутков мм 
будем на.яывать первичгшмн лараллелоэдрами, а все осталь¬ 
ные, выводимые из них, — вторияпыііи. Итак, первичный 
дара-тлелоодр есть пекоторый многограшшк е плоскими 
гранями. Мы будем называть типическим первичным пара.т- 
лело:)дром такой первичный параллелоэдр, который можпо 
описать вокруг піара и.іи вписать в некоторый тар. 

2 . ВЫВОД ТТгаИЧЕСКИХ ПЕРВИЧНЫХ 
ПАРЛ..ТЛЕЛОЭДРОВ. 

Как было докапано, грани таких многогра>іников могут 
быть только и,т четыреуголытки, яш шестиугольники. Так 
как, Бообіде, пе сможет сут;ествовать многогранника, у кото¬ 
рого все грани были бы івестиугольпиками, то в каждом 
параллелоздре пенремепно должна быть хотя бы одна пара 
четырсуголышх граней. Назовем такую пару четыреуголь^ 
ных траией основными. Кроме того, назовем основными также 
и оба пояса, пересекающихся в этих гранях. Один из ос¬ 
новных поіісов мы и примем за исходный для дагьпейіішх 
выводов. 

Так как, вообще, всякий поле параілелоздра может быть 
только четырехгранным, иж иіестигранным, то н исходный 
пояс должен удовлетворять этому общезіу правилу. 

Если исходный пояс четырехгранный, то в нем, кроііе ос¬ 
нований, имеется всего одна пара боковых і^анеё, причем 
эти грани .могут бытті и,ти одинаковыми четыреугольпиками 
и.т іііестаугольииками. Таким образом, мы можем иметь: 

I. Исходный пояс четырехгранный л боковые грани — 
четыреугольники. 

При таком условии получаются всего гря пояса, ъ е. р = ѣ, 
откуда ^ 6. .. 

II. 3 выражения (2) находим^ О Й 

Из выражения (3) по.іучаем; О. 

Таким образом, при этом ' уз^щвип, мы полутем паралле- 
лоэдр с тремя парами парал^еіьньгх і'рй^аей, так называемый 
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трипараллелоэдр. Каждая грядь трипарахтіелоэдра — неко¬ 
торый четыреугольЕик. Первичный ііараллелоэдр — неко* 
торый дарахіелепипед. 

Типическим первичным параллелоэдром в атом случае будет 
куб (рис, Ѵ22)^ так как его а[Ожио и вписать в тар и опи¬ 
сать около тара, Миогограиники, обладасо- 
ищіе таким свойством, вообіце, 
на^плваются мевоеферическими. 

И, Исходный дояс четырех¬ 
гранный, а боковые грапл — 
шестдугольникін 

При этом условии долу^часіі 
всего четыре пояса, т, е, р = 4, 
откуда р(р-- 1)=12, Иэ вы¬ 
ражения (2) паходлм: /^3 = 1, т- е. имеется только одна пара 
иіестиугольЕых граней, а ніѵгенио, взятые нами боковые грани 
исходпого пояса. 


Рлс. 122, 


Рио. 123. 


Б виду этого: /"г 3 н /' = 4 + /з = 4, Из формулы (1} 

находим: 2р,, + ЗЯз = Р = 4^ то 1. Быве- 

деппый параллело:)др, как мы видели, имеет 4 пары дарал- 
лельпых граней, а потому он дазывается тет|кшараллело:;ідром. 
Одна пара граней этого параллелоэдра шестиуголыткл, а три 
другие пары пархзлвлышх граней — четыреу голышки. 

Типическим первичным лараллелоэдром в этом случае будет 
С-Т}^жить, вообще, комбинация гекеагоггаліэпой призмы и пина- 
коида, так как всякую такую комбндадню можно впишть в 
тар. Среди эінх комбинаций пзіеется едииствеянал, которая 
является менос())еричешпл[ зіпогогранником (рис. 123). 

Если исходный пояс иіестигранный, то в нем, кроме двух 
осповных, имеются еіце две пары і'раней. Относптелыіо этих 
граней мы дюжем сделать следующие і’ри допуіцепия. 1) Обе 
пары ітраней четыреугольны. 2) Одна пара чтыреу гольда, 
а другая иіестаугольна. 3) Обе нары піестиу голыш. 

III. Исходный пояс шестиградпый, причем все грапл этого 
пояса — четыреу гол ьппки. 

При этом условии мы можем сделать два предіюложенпя : 

1) В составе грапей параллелоэдра имеются іііестиуголь- 
ппки. При таком предположении мы выведем опять тетра- 
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Еаралжлоэдр, так что этот с.і}^чай будет совершенно анало¬ 
гичен е II. 

^2) Все грани параллелоэдра четыреугольники. В этозі 
случае мы будем, следовательно, иметь: = О, р4. Из 
формулы (2) находим: = 6 и, атедовательно, 6. Так 
как в нашем аіучае нз формул (і) ж (2) шл получаем: р(р— 1) 
= 2^2 + Зрз, причем ^9 ^ 4, то должно быть равно нулю 
ж в таком случае р^ = 4, т. е, все пояса парахлелоэдра ше¬ 
стигранны. Выведенньга параллелоэдр е шестью парами на- 
рахіельных граней называется гексанара^оелоэдром. 

ІІервлчяьві параллелоэдром, в отоді случае, может быть 
комбниадня тетрасона^льной призмы и диниратды дитеіра- 
гональео-джпирамида.дьного вида снліметржи, причем грани 
призмы и дипирамиды будут перпендику¬ 
лярны разжчиылс плоскостям симметрии, про¬ 
ходящим через четверную ось. 

Типическим первичным дараллелоэдром для 
этого случая будет с.туишть ромбический до¬ 
деко эдр, в который, как известно, можно 
вписать шар (рис. 124). 

IV". Исходный пояс шестигранный, причем в этозі поясе 
имеется только одна дара шестиугольных граней. 

В этом случае р = 5, следовательно, кроме двух основных 
поясов в дара^илелоэдре имеется еще три первичных пояса, 
в состав которых ие входят основные грани. Из этого мы 
зактіочаем, что боковые грани обоих основных поясов должны 
быть: одна шести)тольЕая, а другая четыреугольная. 

Б самом деле, в виду того, что р = 5, каждый пояс дол¬ 
жен пересечься с 4-мя полса^ш. Так как пояс не может 
содерліать восьми пар граней, то для такого пересечения 
необходимо, чтобы одна пара параллельных граней пояса 
была бы шестиугольной. Из этого мы заключаем, что /'з не 
меньше 2. Кроме того, по условию, 4 меньше 3. Так 
как р(р—1)^20, то на основании формулы (2) заключаем, 
что /з = 2 и = 4. Кроме того, на основании формул, мм 
выводим: Рз ^ 4 и Рз = 1. Наконец,находим: [ = = б. 

Таким образом, выведеньтй параллелоэдр будет е шестью 
парами граней т. е. опять гексапараллелоэдр, оіличаіощийсл 
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ОТ уже ранее ныведеспого гексаиараллелоэдра только тем, 
ВТО в состав его граней будут входить іьсстиугольникв. 

Первичным лараллелоудром, в этом случае, дшм;ет служить 
соверіпешго аБа.ііоітиінал тмбинация тетраі’ональноіпіриэмм и 
тетрагональной дипираііиды, как н для рассмотрен л оі^о ратЕее 
гексапара^тлелоэдра. Галдица будет тол і, ко в расстолнни вер- 
ишн, пересекагоіцихся в которое в рассліатркваемом аіучае 
будет болыие, чем в случае II], Таким образом, такой уд^іи- 
иеяямй гекеапарачЧілелоэдр мм можем рассматривать, как не- 
сущестаенпое Бидоизмвеение гексапараллслоэдра, рассд[Отреп- 
ноію в ііу]ткте ИТ Б виду этого, за 'лшичесюій иервичін^ій 
варадлелоэдр, мя этого случая, мы долигны принятіе такяѵс 
ромбический додекоэдр, рассматривая его боковые грани как 
шестиугольники, у которых длііоы одной пары ребер равны 
пулю. 

V- Исхо ддый ноле шести граним й, причем, кроме осиовн!,[х, 
все грани этого пояса ш ест уголышки. 


В этом случае, боковые грани обоих основных поясов 
доллшы быть ілестиугольЕИКИ, так как у? = О* ІЫ выраже- 
ния (2) мы паходим: і) = зо = 2 /^ + б/'з, где не 

меньше 4; пе может быть к больше 4, так как лрті 
/■ 3=5 количество равнялось бы нулю, что противоречит 
ус.іовйіа* Таким образом, ^ 4 и ^ очкуда /'= 7, а 
отсюда у>з = 6, а ^ О, 

Выводя] іщйсл иаршчлелоэдр с семью парами иараллсльных 
гралей пааываетея гсптаиараллелоэді>олі. 


Типическим иервичлым лараллелоэдром, для этого случая, 
будет комбинация куба и октаэдра совершеппо ол])еделсп- 
иого вида, В этой комбинации грани куба 
прнттлллют четырехгранные углы октаэдра, 
таким образом, что каіісдое ребро октаэдра 
делится ровно па три части и одна треть 
отсекается гранью куба, В результате, 
получаем такой парачлелоэдр» гранями кото¬ 
рого служат б квадратов и 8 зіравильных 
шестиугольников, причем эта комбипацпя может быть вписана 
в шар (рис. 125), 
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3. виды и типы СТРУКТУРЫ. 

Каждый ТПП параілелоэдра определяет собою некоторый 
Би^'і струкпры, Тігкип обра:^ом, пы изшеп четыре во^^можнык 
вида стртатуры: 1) і'екса:ідрический, 2) іірпзліатический, 
8) додекаэдр ичесішй и 4) октаэдрический. Пазваппе этих 
видов структуры взято от навзіеновагтя первичного типи¬ 
ческого иарЯчТлелоэдра, характеризуюи^его вид структуры. 

Рассіигтривая типические первичные паролелоэдры с точки 
зрсшія их си'^ілЕетрни, мы видим, что три из этих пара л л е- 
лоэдроБ, а именно три-, гекса- и геитаиараллелоэдр, отно¬ 
сятся к дитриоктаэдрическому виду сизіметрии и характе¬ 
ризуются, следовательно, формулой 3 // д Р, Что 

касается нервлчиого тинпческого тетрапаролелоэдра, то его 
симме^грия будет выраэ^яться формулой 61/^7 Р и оп, еле- 
довательно, будет отпоентъея к дигексагонально-диппрамп- 
дальному виду симметрии. 

виду этого, мы можем рая.іичать два тана структуры: 
1) кубический тип с тремя видами структуры: а) гексаэдрл- 
чееким, Ь) додекаэдрическим и с) октаэдрическим и 2) гино- 
гексагоиальный тин с одним единственным нризматачеекпм 
видом структуры. 

Как мы улъв Биде*іи, виду симметрии 3 4 6 9 Р 

подчинены все виды симметрии моиогона.ііыіой, дигояа.льной, 
трисона.іьной и тетраэдро-октаэдрической симметрических сл- 
стезі, а кроме того, еще 5 видов симметрии тетрагональной 
еистезш, не содержащих С другой стороны, виду симме¬ 
трии 6 7 Р также подчинены все видь[ сиігметрин мо- 

ногояалыюй, ди гона л ьно к и тригональпой симметрических 
систелн КроіЕе того, этому виду симметрии подчинены 5 видов 
сизіметрин іюксагояальпой симметрической системы, не со- 
держаіаих 

Ес.іп мы подвергнем одной ит пескольким гомогенным 
деформациязі данный типический первичный параллелоэдр, 
то, в результате, получим некоторый, уже не типический, пер¬ 
вичный параллелоэдр, по внетней сішмеірии модчииениый 
взятому тапйческому параллелоэдру. Такие параллелоэдры 
будут характеризовать строение кристмлов, яметодих менынее 
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колтество элементов сиііиетрті, еравнртельпо е кристаллами, 
характеризуюищзшся типическими Баралледо:^драші* Кроме 
того, заметим, что из самого определения понятия о паі.еич- 
ледоэлре, каждый типический пара^оелоэдр доджей иметь 
дептр обратно ІЮ равенства. В самом деле, ио нсякозг парад- 
лехгоздре мы моніем совместить друг с другом две равные 
пара.ілельные грани, или 1) просто л]зоизведя поступатель¬ 
ное движение одной грани по паііравлепию к другой, или 
2) сиачат произв ■дя поворот одной дайной грани в ее 
плоскости на 180“^ и затеям уже сд(‘лав се псрсмеіцеіше но 
направлению к другой д^ишой грани. Такизш свойствами 
будут обладать только !|шгурм, имеюв^не центр обратного 
равенства. Из этого сооб|)аження мы іЫше[)шенно 

определенное заключение о возможных дндах пгр- 

вичиых пара.ілелоэдров. Это будут тол^ад, ,‘^/Видн симмеч^ 
которые нмі ют цеп^гр обратного равепсч^а; В виду того, что 
мы мож^^м совместить равные грани лервичиого паі)алле.тО“ 
эдра при помощи простого посіу^пательного движения, мы 
заключаем, что каждая і рань па^тллелоэдра будет иметь себе 
не толхжо обратно, ио и прямо равную грань. 

4, ПРОСТРАНСТБЕННЫЕ РЕШЕТКИ. 

Иололшм, нам дана некоторая часть пространства, запол- 
негшал паралледоэдралги т. е. некоторая систеата нар а л де ло- 
эдров- От каждого параллелоэдра системы в различных на- 
нравлениях тянутся колонны паііа-тлелоэдров, причем каж¬ 
дая такая кодопна характеризуется определеилым иаправ- 
лепием. Выберем одну из таких колонн и отметим какую- 
іщбудь точку внутри одного из пара.оелоэдроБ этой колонны. 

В виду полного тождестаа всех параллелоэдров, мы можем 
найти внутри каждого из них такую точку, которая будет 
расположена относительно элезіентов, содержаіцего ее ма- 
ра.ілелоэдра, точно так же, как и выбранпал нами точка 
внутри первого нараллелоэдра. Такие точки мм будем назы¬ 
вать гомологаческизш. 

Если мы возьмем внутри каждого иараллелоэдра колонны 
точку, гомолотческую ш отношению к некоторой іючке, 
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ВЗЯТОЙ произвольно внутри одного из гіараллелоэдров во- 
лояны, то мы можем вывести бескопетный ряд гомологи¬ 
ческих точек, причем каждая точка будет находиться внутри 
колонны, Бее точки такого ряда будут лежать на од¬ 
ной прямой ^жнии, причем расстояние между двумя б.ти- 
жаишими гозшлогически^ги точками ряда будет одинаково, 
какие бы мы две точки ми взлж. Это расстояние называет¬ 
ся промежутком или параметром ряда и будет еоотаетство- 
вать расстоііиню между двумя гранями параллелоэдра, пере¬ 
секающими прямую, проведепиую через точки ряда, если 
только зтн грани будут перпендикулярны к проведенной 
прямой- 

Рассмотізйм какой-Ешбудь слой проетраиствепеоа си¬ 
стемы параллелоэдрОЕ. Примем один из параллелоэдров 
этого слоя за исходный. Взяв некоторую точку внутри ис¬ 
ходного параллелоэдра, мы можем получить гомологические 
точки во всех параллелоздрах того же слоя. Выведя такие 
точки, мы увидим, что все опи будут лежать в одной плос¬ 
кости. Б самом деле, по како.му бы пути імы ни следоБалп 
от одной точки к другой, мы не выйдем из плоскости, опре¬ 
деляемой двумя рядами гомологических точек, соответствую- 
1 ІЩМИ двум колойиам данного слоя, пересеішіоіп.имся в ис¬ 
ходном пара^оелоздре* Такая система гомологических точек 
па плоскости пазывается плоской сеткой. 

Возьмем три, ближайшие друг другу гомологические точки 
плоской сетки и проведем через них прямые жшін, приняв 
одну из взятых точек за точку пересечения двух пряаіых. 
Каждая такая прямая определит ряд голіологических точек. 
Проведя через шыкдую точку первого ряда жнию, параллель¬ 
ную второму ряду, а через каиідуіо точку второго ряда нрл- 
згую, параллелішую первому ряду, получим систему параллело- 
іраммов па плоскости. В каждой вершине калідого параллело¬ 
грамма системы будет находиться одна из гомологических 
точек данной плоской сетки. Джан двух пепараллельпых 
сторон каждого параллелограмма и будут в то же время 
и д-чинами промежутков соответстаеппых рядов. 

Заменив все параллелоздры системы гомологические точ¬ 
ками, мы по^тучаеіс проетранствеппую систему точек, располо- 
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ліетімх с определенной правильностью* Такая система на- 
зшаетсл прострадстБеппой реіиеткой. 

Выбрав произвольную гомологическую тош;у просіраи- 
стведЕой решетки, мы можем пайти ближайіііие к ней 
три гомологические точки, причем в05ь:\[ем зти точки так, 
чтобы взятые нами четыре точки, считая и произвольтіо вы- 
браиеую, ие ле}кали в одной плоскости. Проведем через 
исходцую точку и каждую из трех иайдеппых прямую ли- 
шіо. Эти ті)и пря^іШе определііт три ряда щіосі’ранствепгіой 
решетки с промежу'псами и причем яти промежутки, 
по условию, будут паимеііыішми в даппой прості)апеі'веииой 
решетке. 

Проведя из ішнѵдой то'ікк простраиствеішой решети ряды, 
параллельные трем пайдепнын рядам, мы вііведем систему 
некоторых параллелепипедов, ребра которых будут наимень- 
1 ПИМИ из воззіожнмх проіЕсжутков ряда. Такие параллелепи¬ 
педы дазьгваются олемептардыми осдовпыми парахтелепипе- 
дами даияой гіространственпой решетки. 

В каждой веріииде основного элементарного паі)ахіелепи- 
педа будет находиті>сл одна гомологическая точка простран¬ 
ственной решетки, причем, по условию посчроедил такого 
параллелепипеда, вяу^три его не :мояшт быть пи одной гомо¬ 
логической точки. 

Ясло, что для всякой просарацетвекной решетки моікет 
быть найден толі.ео один элементарный основной лараллеле- 
шшед и, таком образом, этот параллелепипед будет влоллс 
определять вид данной решетки. 

Переходя от параллелоэдров к пространственным рсше'г- 
кам, мы можем вывести зактіочение, что в основе строеітіс 
каждого криеталжчеекого вешеетва леяшт некоторая опре¬ 
деленная проет}}анственная решетка, состоящая из гомологи¬ 
ческих точек, и представляющая собой геометрическую схему 
строения данного кристалла. 

Каждую проетранетвенную реіиетку мы лшжем рассматри¬ 
вать как некоторую систему элементарных параллелепипедов, 
или ячеек, В виду этого, теория строеття кристал-шческого 
вепсеетва, основанная на рассмотренші свойств таких про- 
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странственЕж решеток, навываетея ретикулярной теорией 
строения (от ла'шнского слова геьісиЬш — ячейка)* 

Если МН будем рассматривать каждую гомологическую 
точку иространствеяиой решетки, как некоторую йгатериаль- 
яую частицу, то, с такой точки зрения, каждая грань кри¬ 
сталлического МЕЮГограг[[ійка будет нредставлять собою не¬ 
которую плоскую сетку данной пространсч’венной решетки, 
а каждое ребро — некоторый ряд гомологических точек той 
же репіетки* С другой стороны, каждая плоская сетка дро- 
странственной решеічш ^шжет появиться в виде определен¬ 
ной грани кристалла, т. е* ири известных условиях, говоря 
теоретически, будет представлять собою одну из частей но- 
верхпоети ограничения данного кристал*іического много грап- 
ыика. 

В виду этого, кандая плоская сетка проетцапственпой ре¬ 
шетки может быть названа возмояіной гранью кристахііа, а 
каждый ряд — возможпы^г ребром* 

Совокупность всех возлюжных для данного кристалли¬ 
ческого веіцества граней и ребер, вне зависимостя от их 
взаимного расположения, называется комплексом граней и 
ребер данного кристалла* 

Итак МН видим, что ретикулярная теория строения кристал¬ 
лического вея^ества заключает в себе понятие о правильных 
системах точек, е.іи иросч’ранетвенных реиіетках, лвляюищх- 
ся по своему суіцеству безграничными математическими об¬ 
разами* Ирншмая ретикулярную теорию структуры, ліы аго- 
лсем рассматривать каждый кристалл, идеально образованный 
с точки зреоия проявления его симметрии, как иекоторую 
часть пространственной решетки, огратіиченлую опредслсннььм 
количесіъом рацнонсиьяга граней, иредставляюідик собою 
плоские сетки данной решетки* 

Если мы представим себе, такой идеально образо¬ 
ванный кристлял ограпичен полной совокуилостью БОЗМОИС- 
иых і^аней и ребер, то мы будем называть полученный гео- 
.метрический образ „криста^т^чическим комплексом^" или просто 
„комплексом"", рассматривая его, как некоторую неопреде¬ 
ленную часть прос'гранствеішой решетки* (Іиммеариіо ком¬ 
плекса мы назовем комилексиальиой еимметі)ией* Иоплтже 
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„кристаллического комплекса“ не следует смешивать с по¬ 
нятием „комплекса грапей и ребер,‘‘ приведенного выше. 

Если отвлечься от представлеішя о внутреннем строении 
кристаллического комплекса и рассматривать только его внеш¬ 
нюю форму, то такая форма^ вообще говоря, будет представ¬ 
лять собою некоторый олжпсоид, который можно назвать 
„комплексиальным эллипсоидом^. 

5. ЗОНЫ (ПОЯСА) КРИСТА.ЯЛИЧЕСК11Х КОМ1І.1ЕКСОБ. 

Поясом, или зоной граней кристалдаческого комплекса, мы 
называем совокунность граней, возможных для данного ком¬ 
плекса и пересекаюіцихся в пара.ілельных ребрах. 

С точки зрения строения кристал.іического веідества, та¬ 
кой пояс грапей будет представлять собою совокупності> 
плоских сеток, определяемую каким-нибудь, произвольно взя¬ 
тым, рядом гомо.іогических точек данной решетки. Такой 
ряд будет называться осью пояса. Ясно, что ось пояса будет 
всегда возможным ребром крисіил.пи 

Ес.ти в поясе граней существует две возможные взаимно¬ 
перпендикулярные ірапи, то пояс называется ортогопа.іь- 
дым. Если в поясе имеется для каждой граіш возможная, 
перпендикулярная к ней грань, 'го пояс называется изотроп¬ 
ным. Пояса, в которых нет взаимно-нерпендикулярных воз¬ 
можных граней, называются анортогональными. 

Ребровым поясом кристаллического комплекса мы называем 
совокупность возможных ребер, параллельных некоторой плос¬ 
кости, которую мы называем гранью ребровоію пояса. С точ¬ 
ки зрения структуры кристаллов каждое возможное ребро 
есть ряд гомологических точек прострапствеппой решетки. 
Следовательно, ребровой пояс мы можем рассматривать, как 
совокупность всех рядов некоторой плоской сеіки, пересе¬ 
кающихся в одной из гомологических точек той же сетки. 

Аналогично с поясахш граней мы различаем ортогональ¬ 
ные, изотропные и анортогональные ребровые пояса. 

При рассмотрении теории строения кристал.іического ве¬ 
щества было указано, что каікдая возможная грань криста,іла 
есть одна из плоских сеток прострапстііенной реиіетки. Кроме 
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того, Б каждой плоской сетке мм можем провести чере^ ішше 
угодно две гомологические точки некоторый ряд, щіедстаь 
вляюпщй собою возможное ребро данного криста^ма. Кшкдая 
возможная грань кристалла, таким образом, будет гранью не^ 
которого ребрового пояса. 

С другой стороны, взяв какой-нибудь определенный ряд 
гомс)логических точек просгрансі'венной реіаетки и е]]^е одну 
гомологическую точку той же решетки, находящуюся вне 
этого рода, мы выведем некоторую плоскую сетку. Все вы¬ 
веденные при помощи такого построения плоские сетки бу¬ 
дут и^іеть общие гомологические точки, расположенные на 
ВЗЯ 1 ЮМ нами произвольном ряде, т. е. этот ряд будет линией 
пересечетшл всех плоских сеток пространственной решетки, 

1\ік как каж,щй ряд гомологических ^іючек дш мо¬ 
жем назвать бозміУжпым ребром, а каждую плоскуло сетісу 
возможной граш>ю, то, из только что приведенного рассуж¬ 
дения, мы можем сделать такой вывод: каждое воззіожное 
ребро кристалла представляет собою линию пересечения бес¬ 
конечно большого количества возможных граней. Ес-ш не¬ 
которые из таких граней будут служить поверхностью огра¬ 
ничения данного кристаллического многогранника, то все они 
будут пересекаться между собой но ребрам, параллельным 
взятод[у ряду гомологических точек. Таким образом, казндое 
возможное ребро крнсталіического комплекса будет пред¬ 
ставлять собою ось некоторого пояса граней. 

Выведя все возможные кристаллические ребра и найдя 
соответствующие им пояса граней кристаллического комплек¬ 
са, мы увидим, что в каждой грани комплекса будет пере¬ 
секаться несколько поясов граней и, следователіло, ка^кдый 
комплекс будет состоять из граней, расположешіых по поя- 
Сіім. Всякий мяогоіраппик, каждая грань которого входит 
в состав некоторого пояса іраней, называется зоноэдром, Б 
виду этого, мы можем сказать, что всякий кристаллический 
многогранник будет определенным зоноэдром. В этом и,со¬ 
стоит закол зон, КІИ закол Вейсса, называемый так в виду 
того, что этот закон был установлен в 1804 году немецки.м 
кристаллографом СЬг. 8. ІЛ^еіза'ом. 



96 


Строейие іфпсталлвіесшго вещестпа 


6. ПОСТРОЕНИЕ НРОСТРАНСТВЕННОЙ РЕШЕТКЕ 

Для построедия проетрапствеппой решетки, возг.мелі в 
прострапстве дроизвольпую прямую линию* Отмепш на этой 
прямой ,т;ве точки и ІІолояшм, расстояние между этіь 
ми точками будет представляющее собою при нашем ио- 
строеіши отрезок взятой прямой Начидая от точки 

в одну сторону, и от точки в другую, отложим на взяіюй 
прямой бесконечное множество отрезков каждый раз от- 
^гечая начальную и копетную точку такого отрезка* В ре- 
зулыже такого построения по.іу^чим некоторую прях\[ую с 
отмеченными да ней точками, находяш,имнся на равных рас- 
столииях друг от друга* Прямолинейная система тавих рав¬ 
ноотстоящих точек образует первый ряд гомологических чю- 
чек, а соединяющая их прямая будет ^едставлять собою, 
так даЗЕяваемую, линию ряда* Расстояние, меяіду двуміі бли¬ 
жайшими друг к другу гомологическими точками ряда, бу¬ 
дет е*!гужйть промежуітсом ряда, ил5і его параметром. 

Возьмем второй ряд гомологических точек с таким же па¬ 
раметром и расположим его па ржчлелгяю первому ряду, при¬ 
чем, ноложеиие какой-нибудь гомологической точки первого 
ряда, относительно некоторой то*:ки второго ряда, может быіч, 
выбрано произвольио. Проведем прямую через одну из то¬ 
чек первого ряда. Очевидно, эта прямая и два иара~члель- 
лых друг другу ряда будут вполне однозпачло определять 
некоторую плоскость. Прямую, проведеЕпую через одну из 
гомологических точек первого ряда и точку второго ряда, агы 
можем рассматривать, как жнию ря;щ с параметром 

Отметив гомологические точки этого ряда, міі моясем про¬ 
вести через каждую такую гомологическую точку прямую, 
иара.і*іелі?ную первому ріедѵ, и па этой прямой построить гомо¬ 
логические тотшп, находяііщеся друг от друга на расстоянии 
Су Все такие ряды будут, очевидно, паходитьсіЕ в одной 
плоскости, и будут определять собою плоскую сетку про¬ 
странственной решетки* 

Вообще, мы будем называть системой рядов все, параллель¬ 
ные друг другу, ряды пространстаеаиой решетки* Ясно, что 
все ряды одной системы будут иметь одинаковые параметры* 
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Построите вторую плоскую сетку той же формы н веж- 
чішы, как и поегроеннан нами перводатальио* Расположим 
эту вторую сетку в плоскости, параллельной плоскости первой 
сетки и находяпі^ейся на произвольном расстоянии от первой 
сетки, так, чтобы ряды гомологических точек второй плоской 
сетки бмж расположены параллельно рядам первой сетки, 
имеюпщм параметры, равные параметрам рядов второй сетшг. 

Проведем прямую через одну из точек первой сетки и 
некоторую точку второй сетки. Эту прямую мы огіятк до¬ 
жем рассматривать, как ряд гомологических точек с проме¬ 
жутком равным расстояиито ііежду темп гомологическими 
точками первой и второй сетки, через которые проведен этот 
ряд. Отііетив на этом ряде все его гомологические точки, и 
проведя через каждую такую точку плоскую сегку^параллельнупо 
двулг первььм сеткам, с соблюдением условия, ^тгобм ряды, харак¬ 
теризующиеся одинаковыми параметрами, во всех построенных 
плоских сетках были парахіельны друг другу, т. е, образовали 
бы систему рядов, получим иространствешсую решетку. 

Назовем все параллельные друг другу плоские сетки] с 
иара.іілельпы:^ш равными рядами системой плоских сеток. 

Приняв такие обозначеаия, можно сказать, что всякая 
простраиствеппая решет¬ 
ка представляет собою 
одповремедпо и систему 
рядов и систему плоских 
сеток. Прострапсі'веішая 
решетаа, вообіце, рас¬ 
сматривается, как беско¬ 
нечно лродолжаюш^аяся 
по трем измерениям. 

Для иллюстрации та¬ 
кого построения, рассмо¬ 
трим рис. 126, предста¬ 
вляющий собою пекото- 
руго часть прострапствен- 
ноЁ решечтеи. 

ПололіЕМ О, . .. первый ряд гомологических то¬ 
чек; 6, , второй ряд, параллельный первому и с 

13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 7 














98 


Строецие кристалл ичесі^о го вещества 


тем же параметром Оа = ЬЛ ^ Лянбя, проведелпая черев 
точку О первого ряда п точку Ь второго ряда образует третий 
ряд гомологических і'очек с ітара^іеіролг ОЬ ыеішрал.іелі,- 
лый рядам О *.. «3 и Ь .. , 4^. 

Б 'гаком с^іучае, ряды О , ,, и О .. . определяют пер¬ 
вую плоскую сеч'ку Оаа^% . * * ЬЬ^ 6^.. , ... Вторая 

илоекая сеч’ка, зіодобная первой^ определлется рядами 
и е^ее^ ., . причем 6^6 = и 

Линия Ое^к^ будет также линией ряда гомологичс(жих 
точек. Другие плоские сетки, той же системы сеток, пройдут 
через точки к^ и к^ ряда и будут ыаріилельпііі се'ікс 
О а « 1^2 .. • ... Ряд Ое^к^г^ *.. в обяжем случае от- 

.іичаегся от рядов Оаа^^а^ - ^ ^ и . .. не только своим 

направлением, но и парамеч^юм, который будет 7 )аБСн 
Осд = е^к^ = ^і^к^ ... == 

Бее гоііологические точки прострапствениой решетки, ло- 
строениой Быіііеуказашіым способом, будут равиозначвм и тге 
будут от^іичаться одна от другой никакими особенностями в 
своем отдосителіліо^[ положении. Какую бы лги точку реізіет- 
ки ИИ Бзя.ш, конфигурация решетки вокруг отой точки будет 
га же самая, как и вокруг всякой другой чотіки, если только 
принять решетку безграничных размеров. 

При рассмочрелик свойсіи ирост^шлетиелиой решетки, мы 
должны раз.іичаті» попяше гомолоішчеекой точки и просто чючки, 
как математического элемента. В каждом иромежучке ряда и ш 
всех местах просчрапсч’ва, занятого решеткой, мм будем иметь 
математические точки, ио толіжо отмечен яые нат, опреде¬ 
ленные точки прос'транства, будут гомологическими точками 
решеіжи. В виду этого, гомологические точки также назы¬ 
ваются узлами реіпетки. С точки зрения теории строения 
криетжілического веіцест’ва, тсаждый узел решетки будет пред¬ 
ставлять собою, как бы центр тяжести очделытых часчтіц или 
атомов. 

ііы виде.іи, каким образом возможно посчроить простран¬ 
ственную решетку, Иосмочріш чюиерь, как найч'и ряды н 
плоские сетки, определяюище данную прострапственную ре¬ 
шетку. Положим, нам дана определенная просчранствепвая 
решетка, часть которой изображена иа рис. 126. 
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Примел БроизБОдьнуго гомологическую точку о дашіой ре¬ 
шетки за исходную для пос^гроеиня ряда гомологических то¬ 
чек и проведем через эту то'іку и блиліайшую к ней точку 
а — *иішію ряда. Продолжим эту лилию п обе стороны и 
возьмем аа^ — О= аа^... 

Все точки ар * * * будут припадтежать той же самой 

решетке. Такое посі’роеппе, следовательно, опредешт один 
из рядов системы. 

Исходя из точки Оэ возьмем по другому Еаііравлешіо, не 
совпадаюіаему с направлсшем Ой, гомологическую то^іку Ь, 
ближайшую к точке О по избраипому направ.іению. 

Построим па Ой Б ОЬ пар^илелограмм ОаёЪ^ причем 
точка (і будет также одной из гомологических точек решет¬ 
ки. Вообще говоря, Биутри такого параллелограмма ыолсет 
находиться некоторое конечное число гомологических точек 
простраггстведпой решетки, принадлежаіцих той :ке плоской 
сетке, В таком случае, необходимо взять вместо точки Ь не¬ 
которую другую гомологическую точку, находящуюся на ми- 
яимальяом расстоянии от ряда Оаа^а^ - • * Взяв такую точ¬ 
ку и построив указавным выше образом параллелограмм, мы 
уже не найдем внутри такого параллелограмма ни одной го¬ 
мологической точки. 

Так как точка Ь на рис, 126 удовлетворяет тому условию, 
тго внутри иара^члелограмма ОасІЪ не будет ни одной го¬ 
мологической точки сетки, определяемой ряда™ Оа.,. и 
Об ..., то эта тотаа Ь будет находиться в ближайшем ряде, 
пара,ілельном ряду Оаа^а^.. . 

Выберем, вне сечки О аб, гомологическую точку под ус¬ 
ловием, чтобы между точкаіш О и яо линии их соедиіге- 
шія не было ни одной промежуточной точки. Если ни па 
поверхности пара.ілелеиипеда Оа^Ьд^ее^, ни внутри его ке 
будет пи одной гомологической точки, то точка будет при- 
иад.іежать плоской сетке, б^жжайшей к сетке, определяемой 
рядами Оаа^а.2 ,,, и Обб^б^ .,, 

Такие условия действительно выполнены на рис. 126 . 

В виду того, что для построения рядов и плоских сеток 
можем брать произвольные точки реиіеткп, очевидно, что 

7 * 
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таких рядов и сеток мы дюжем построить бесконечное дню- 
жесі’во Д.ІІЯ каждой данной пространственной реіветаи. 

Если два ряда Оа и ОЬ гомологических точек данной 
прості}аиствеппой рететки-обладавзт тем свойством, что внутри 
параллелограмма, построенного на параметрах Оа и ОЬ, пс 
будет ші одной го:яологической точки решетки, то такие два 
ряда мы будем называть сонряжеиныдш* 

Система :шшій рядов, параллельных двум сопрлінеплілм 
рядам Оаа^а^ * * * и ОЬЬі .разбивает определяемую зтимл 
рлдадш ллоскуго сетку на летли, іімеюш,не вид параллело¬ 
граммов, Такие параоелограммы называютсл олемептарлыдш 
дараллелограммами или петлями дайной плоской сетки. Про¬ 
странство, между двумя б,тижайшими друг другу параллель¬ 
ными рядами, называется полосой. Таклді образом, полоса 
характ’сризуется тем, что внутри ее пет ли одной голі о ло¬ 
гической точки, причем такие точки расположены на двух 
лараллельных прямых, ограпнчиваюнщх дапиую полосу. 

Два параллелгіных ряда, содержагдих между собой одну 
полосу, пазываются смевіиыми. 

Ес.эл параметры чрех рядов О а, ОЪ и ие лежащих 
в одной плоскости, могуч’ слуяпіті> ребрами нараллелепЕпеда, 
влу'гри и па гранях которого не будет находиться ни одной 
гомологической точки, то такие три ряда тшіаваютсл сопря- 
женпыэш рядами. Три плоские сечки, каждая из которых со- 
дер^кит два из трех сопряжепных рііда, иазываіотсі[ сопря¬ 
женными плоскизіш сеткадт. 

Ряд называется соиряжсипым ио отношению к некоторой 
плоской сечке в чнм случае, еачи каждые два соігх)Лжеішых 
ряда в этой сетке будут сопряженными с данным рядом, 
ІІространсіно, заключенное діежду двумя ближайшими друг 
к другу плоскими сетками решетаи, иазывается слоем. Внут¬ 
ри слоя не может быть пи одной гомологической точки. 

Две, парахгельныс между собой плоские сетки, ограшічн- 
вающие слой, называются смежными. Каяѵдой плоской сетке 
соответствует две смежные, параллельные ей сетки, располо¬ 
женные е двух нротавополояіных сторон от данной сетки. 
Три системы плоских сеток, парахтельные трем сопря¬ 
женным плоскостям, делят все пространство па ячейки, име- 
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ющне ВИД лар^іхіедепЕнедов, равных и совместимых друг с 
другом. Каждый такой паралделешпед называется элемен¬ 
тарным нараллелеішпедом ііроетранственной решстаіі. 

Наложение друг на друга таких нареидлелепипедов, при 
совмеіи^епии их равных граней^ воспроизводит все гомологи- 
тескне точки данной реіішткн. 


7. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ РЕШЕТКИ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ 
ВИДОВ СТРУКТУРЫ. 

Пос^сотрим теперь, какой вид будут иметь пространствеп- 
пые решетки в то-м с^тѵ^чае, если у пас'имеются системы раз¬ 
личных типических жервичнмх ітара.оелоэдров. Прежде всего 
заметим, что для каждого типического первичного иаралле- 
лоэдра при Еыполнешги прострамстта получится своя особая 
пространствеяиал решетка. Таким образом, лгы найдем столь¬ 
ко же раз.лищіых типов нрос^іізаясіиеныых решеток, сколько 
у пас и^геется типов первичных параллелоэдров, т. е. 4. 

1) Положим, некоторая часть пространства заполнена ти¬ 
пи чески ми первичными три- 

параллслоэдра.чп, т. е. кубами, 
или гексаэдрами. Замеии.м каяг- 
дый такой лараллелоэдр его 
централг^ной точкой, и соеди¬ 
ним между собой полученные 
точки .липиями, параллелыИіОш 
ребрам трипарштлелоэдра. По¬ 
лучим гексаэдрнческую иро- 
с'граііетвеипу^ю решетку, при¬ 
чем ословнші элементарным 
ларал-телепинедом такой ре¬ 
шетки будет алужить куб* Этот 
случай настолько прост и ио- 

нятси, что не требует дальнейшего объяснения. Часть такой 
решетки изображена на рис. 127. 

2) Взяв некоторую часть пространства, выполненного ти¬ 
пическими гексапараллелоэдрами (рисЛ28) и замелиБ каж¬ 
дый такой ііараллелоэдр центральной точкой^ как это пред- 




Рис. 137. 
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ставлено на рис Л 29, где лараллелоодры лееколько раздви¬ 
нуты, лолучлм лрострапствениуго решетку, соответствующую 
атому алучаю. Чает]> такой решсіки и лзображепа на 
рис. 130. 



Рве. 128. 


Возьмем ЛрОНЗЕОЛЬНуЮ точку. О (рис. 131) полученной на- 
зіи решетки, и проведем через нее три прямие Ох^ и 
Ох^у параллельные трем четверным ос-ялг, лмсющймсл в числе 
элезгентОБ симметрии первичного типического параллелоэдра. 
Сделав такое построение, получизі ті)и ряда гомологическик 
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точек, причем ближайпітт к точке О гомологпческпмн точ¬ 
ками по этим рядам будут точки и Эти три ряда 

определят три плоских сетки ирострапстБеиной реиіе^гки: 
Ох^х^а, Ох^х^Ь л Ох^х^с. Проведя через точки а, Ь и с 
плоскости, ларатдельпые иайдешіым плоекліс сеткам Ох^х^щ 
Ох^х^Ь и Ох.^х^с, подутам куб, в каждой вершине которого 



Рио. 129. 


и в центре каждой граш будет находит[.ея одна гоиолот- 
деская точка реніе'гки. 

Такой куб, изображенный на рис. 131, назовем симметри¬ 
ческой ячейкой Д.ІЯ данного вида структуры. Чтобы найти 
основной эдемегггарный параллелепипед такой решетки 
(рис. 132), соединим одну из точек, напр. а,, лежащих в цен¬ 
тре грани куба симметрической ячейки с ближайшей к ней 
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точкой лежаіцей в вершине этой ячейки, ІІолучвлі отре¬ 
зок который будет служить одним из ребер основного 



шоекие углы в 60° и 120 ° 
70°ЗГ44'' и 109^28'16 


элемеытар по го іі арал л е л ей н- 

педа реіііетки. Соединив пря- 
жшіи точки с с 

соединив также с «^4 и с ; 
е и с йд с и с гі^\ 
е и с щ получим в 
результате такого построения 
ромбоэдр, причем длпоа ребра 
этого ромбоэдра будет отно¬ 
ситься к длине ребра куба 
симметрической ячейки как 

Этот ромбоэдр будет иметь 
Его двугранные углы равны 






ш ^ і 







Рис. 133. 


3) ЕСчШ мы имее^і! часть пространства, (рис. 133) выпол¬ 
ненного нервЕчнмми тилическимп гепталараллелоэдрами, то, 
заменив каждый такой параллелоэдр го:«ологвчсской точкой, 
как это представлено на рис. 134, где иараллелоэдры ивоб- 
ражепы в раздвинутом иолон^'еиии, получим прошранст’вен- 
ную решетку, характеризующую этот случай. Часть такой 
решетки изображена иа рис. 135. 

Возьмем произвольнуно точку О (рис. 136) такой решетки 
и проведем через нее три прямые Оту, Ох^ и пара,ілель* 
ные трем четверным осям симметрии основного типического 
гептапара-мелоэдра. Построив на рядах Ох^, Ох^ п Ох^ 
параЛѵіелеіптед, найдем симметрйческ\^ю ячейку д,ля этого 
случая, которая будет представлять собою куб. В каждой 
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веришие и в цетре такого к\’ба будет находиться гозіологи- 
ческая точка решетки* 



Рис. 133. 


Чтобы найти основной элемеЕтарпый параллсленипед та¬ 
кой решетки (рис, 137), соединим пряиызш точку нахо- 
дяш;угося в центре куба симметрической ячейки, с тремя точ- 
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Рнс. 184. 


ками и Яд, находящюшся в верпіилах того же куба. 

Прямые а^,а., а^а. и будут ребрами основного олемеп- 





Рпс. 185. 


тарного параллеле ішпеда. 
Иослроив па .лтих ребрах 
парахіелепипед, длшдим, что 
такой пара.ілелеплііед будут 
ромбоэдром с плоскими углами 
в 70®31'44" и 109®28'16". 
Его двугранные углы будут 
60® и 120®. Длина ребра 
такого паралле.іепипеда будет 
относитьсл к д.іпне ребра 
куба симметрической ячейки 

2 


как 
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Если предположить, чт’о три 
простраЕС'гвеЕныс решетки, со- 
отеетствуюище типическіш пер¬ 
вичным паролелоэдрам ірех, 





г-1 



Рис. 130. 


Рис. 187. 


ТОЛЬКО ЧТО рассмотреппых, рав^тпчных структур, имеют равные 
друг другу симметрические ячейки, то легко убедиться, что 
об'ем элементарного параллелепипеда решетки гексаэдричес- 
Еоіі струкіу рм будет в 2 раза больше об'езіа элементариого 
параллелепипеда рет[іеткн октаэдрической сгруктуфы, а этот 
последний об'ем будет в 2 рава болыне объема мементар- 
пого параллелешіпеда пространственной решетки додека- 
эдрической стружчуры. В самом деле, из рассмотрения сим¬ 
метрических ячеек соответственпых структур эіы видим, что 
каждой симметрической ячейке комплекса гексаэдрической 
стізуісіуфы иринадлелшт одна гомологическая тотеі, так как 
каждая точка, паходяиряся б вершине куба, будет принадле¬ 
жать восьми кубам, в виду того, что в каждой верінине схо¬ 
дится именио 8 кубов. Так как у куба 8 вершитг, то па 
каждый элементарный лараллелеБилед, который можно так¬ 
же рассматривать, как симметрическую ячейку, мы будем 
иметь только одну гомологическую точку* 

Б елушае октаэдрической сіруктуры, на каждую еизімечри- 
ческую ячейку і^гы будем иметь две точки: одну, составлеп- 
пую из частей точек, находящихся в вер шипах и вторую — 
центральпую гомологическую точку. В с.іучае додекаэдриче- 
ской сірумуры мы будем изість на каждую ячейку: одну точ¬ 
ку, составленную из восьми точек, находяшихся в вершипах 
куба, и, кроме того 3 точки, составленпме из шеста, нахо¬ 
дящихся Б центрах граней, так как ка;кдая из этих точек 
принадлежит двум кубам. 
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Если мы обоздачвм об'ем сиэіметрической ячейки гекса- 
эдрической структуры через 7, то тот же самый об’ем бу¬ 
дет иметь и элементарный пара.оелештед решетки. Для 
об ема элементарноро парахіелепипеда просцзанетаенЕОй ре- 
шетаи комплекса ошшдрнческой струісіуры найдем 4- 
д*шя комплекса додека:) дрической структуры 4 

Ес.іи мы имеез! систему типических первичных тст’рапа- 
рхілелоэдроЕ, Т 05 заменив каждый такой иараллело:)др пеко- 
торой гомологической точкой, получим щ) 0 странственпуіа 
решетку, часть которой изобршкеиа на рнс. 1^:58* 




Возьмем какуло-нйбудь точку этой решетки (рис. 139) 
и проведем через нее плоскость, параллельную граіш пипа- 

коида тетрапараллелоэдра. 
Эта плоскость будет одной из 
плоских сеток данной ре¬ 
шетки. Соедипим прямой 
точку »(, с точкой //р ближай¬ 
шей к точке % и находя- 
піейся в той же плоской сетке, 
парахтельной нинакоиду те- 
трапарахіелоэдра. Ес.ін мы 
проведем ряды и 
под углом в 120^ к ряду 

Рнс. 139, и из точек а» и ближайших 
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к тотаам «о и этих рядов, проведезі ряди и 
а затея точки и ближаііиіие к точжам и соедини^ 
прямой, то Б лостроеипой^фаіий ллоской сетке получим пра¬ 
вил ьиыіі піестиугодшік С гомологической точкой 

в центре такого іпестжуголктшка, Босставив иериеідші^у^ 
ляр из каждой точки^ Еахо;шіцейся в вершине такого шеети- 
угольинка^ к его плоскости, до.лучим шесть рядов решетки. 
Проведя перпеидикуляряо к этим рядам через точки 

л а ,2 плоскость, пара.тлелыЕую плоской сетке 
,,, %, получим плоскую сетку в которой опять 

молсем построить правильпий шеешуго,и>ник 
с центральной точкой 

Б результате таких построений мы выведем симметриче¬ 
скую ячейку Д.ТЛ этого вида структуры, причем такая ячейка 
будет, как это ясно из рис. 139, представлять собою комби- 
падиіо гексагоиа.іьпой призмы и иинакоида. Гомологические 
точки реіиеткй будут ыахОиЩтьея во всех вершинах такой 
комбинации и в ]];етітрах граней пинакоида. 

Элемептаррпііми парахте лепил ед алш простраиствеЕной ре- 
шетаи, в случае типического первюшого тетралараллелоэдра^ 
будет служить комбинация ромбической призмы с пинакои- 
дом, изображеипая на рис. 140. Каждая грань 
лииакоида такой комбинации буде'г ромбом, 

ДСЛЯШ.ИМСЯ короткой диагопхтыо па два пра¬ 
вил ьпых треугольпиюг. Таким образом углы 
ромба будут 60^ и 120*^, 

Из всего Быіііеизложепыого мы видим, что 
каждая простраис'гвеггная решетка, подучен¬ 
ная при Еглполиеиии простраиетва опреде¬ 
ленным видом титтческого первичного парал- 
лелоэдра, будет характеризоватгісл особой 
симметрической ячейкой. Каяідую симх\гетрическую ячейку 
мы, в свою очередь, мояшм рассматривать, кіік некоторый 
паряллелоэдр, так к<ак она удовлетворяет всем признашш 
нараллелоэдра. Кроме того, симметрия каждой свшдіет[шчесьой 
ячейки одинакова с симмеірией парачлелоэдра, принятого 
для образования даішой проетрансгвсняой решетки. 
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8, ЭЛЕМЕНТЫ СИММЕТРИИ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
РЕШЕТКИ. 

ІІосмоірнл[ теперь, ткиліп элезшптазіп спмметріпі, вообіце, 
может обладать проетрапствеяоая рететка, причем из эле¬ 
ментов симмеірии МН раееііотрим только оси простой и слож¬ 
ной симметрии, а така:е плоскості. симзіе^п>пи. Если дагшая 
просараиственпая решетка обладает какой-пибудг. осью сим¬ 
метрии наименования то это будет обозначать, что в 
простраис'Піениой решетае имеетснг п равных рядов, не па¬ 
раллельных друг другу и расиоложеияых косо по отпоше- 
нию к 

Если мы возгимем плоскость, перпендикулярную к и 
проходяіцую через какуіо-ішбуді> гомологичееку м> то^ту одного 
из равных рядов, то в этой плосеости доляші,! оказаті^ся го¬ 
мологические* точки, привад*іЕежап;ие всем равным косым ря¬ 
дам, по одной ,дяя каждого ряда. 

Таким образом, мы получаем определенную плоскую сетку 
с симметричным расположепием точек, приче^Е из Ксіясдой 
точки будет выводиться п — 1 точек путем враш,ени.я вокруг 
осп ІЛ 

Заметим, что па осповапии рассмотреішмх выше свойств 
плоской сетки, мы можем ГЕОсчроить в этой сетае сис^'слгу 
элемептарпых параллелоірамлшв, проведя пара^члелгргше [жды 
по двум направлениям, характеризуіоіл,имсл мннималііиымн в 
данной се'гке промеясутками рядов. При таком посчроеігии 
мы ио.іу^чаем систему параллелограммов, в вершинах которых 
будут находиться гоаіологические точки илоской ссчжи. Вну¬ 
три таких параллелограммов не будет иаходиться ин одной 
гомологической точки дайной решечжи. 

Если гомологические точки плоской сетки будут совме- 
в^аться при врагг;ении вокруг оси ІА то сама эта ось мозкет 
пересекать плоскость сетки или 1) в гомологической точке, 
или 2) вне гомологической точки. 

Возможность суиі.ествоваинл ІА для прос'іраігствеппых і)е- 
шеток очевидна саліа собой, причем эта ось симметрии мо¬ 
жет пересекатірся с перпендикулярной к ней плоской сет- I 
кой, как в гомологической точке, так и вне ее. / 
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Суи^ествОБаше оси возможно только в том случае, ес- 
.т в перпеіідіікулярной к лей плоской сечтее имеются іри 
гомологические точки, расположенные в вериіинах праішль- 
ного треугольника* Плоская сетка, периелдикулярпая к 
будет иметь вид треугольной сети (рис. 141), и тройная ось 
сизшеірни моліет пересекать оту сетку, как в гомологической 
точке, так и в центре правильного треугольника, 

определит в перпендикулярной к ней плоской сетке 
4 гомологические точки, расположекеые в веріиипах квадра¬ 
та, причем будет проходить через центр такого квадра¬ 
та. В атом центре зіожет находиться го^іологическая точка, 
но может ее и не быть. 

Предположим, что наизшнование оси силіметрии тг = 5, т, е* 






данная простраистаеппая решетка обладает Л. Возьмем пло¬ 
скую сетку, перлендикулярпуто к Л, 

Положив! Л' пересекает оту плоскую сетку в точке О, 
причем в этой точке пересечения нет гомологической точки 
сетки (рис, 142). Возьмем на той же сетке гомологическую 
точку ближайшую к точке О. Враідая вокруг Л^ вы- 
веде:\[ еіце четыре точіш которые по нос^гроению 

должны находиться в вершинах правильного пятиугольника. 
Ес.т мы проведем через ряд, параллелшый а через 
точку ряд, параллельный то эти два ряда пересе¬ 
кутся в точке Эта последняя точка должна быть одной 
из гомологических точек той же плоской сечки* Из рисунка 
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ясно, что точка, будет ближе к О, чем 'гочка Щу что про¬ 
тиворечит толііко что приіштоаіу условию* В виду этого, 
ие мол^ет пересекать перпендикулярную к ней плоскую сел’ку 
внутри элеиептарного пара^члелограммЯн 

Остается предполоэкить, ччю точка О лерссечешя оси 
с перпендикулярной к пей плоской сеткой, совпадает с гомо¬ 
логической точкой, Допуств (рис, 142), чіо точка есть 
бли/кайшая к О гомологичеекан точка той же сетки и, при- 
мелив то же самое постуюение, снова выведем точку ко¬ 
торая будет б,шже к то^іке О, чем точка а это опять 
будет противоречить принятому условию. 

Таким образом, і"' не может пересекаті> перлепдикуллрной 
к пей плоской сетки пи в гомологической точі^е, пи вне ее, 

т, е,, другими словаэш, в ирострап- 
ствеішой рвіиетже пе і\тожет су- 
и^ествовать пятерной оси симме¬ 
трии. 

Предположим, что даппая про- 
странственнал решетка обладает 
шестерной осью симметрии, которая 
пересекает перпепдикулярпую к 
ней плогжую сетку между ее гомо¬ 
логическими тотаами в точке а. 
Пусть будет ближайшая к точке ^ 
а гомологическая точка той же плоской сетки (рис. 143). 

Враідая точку а, вокруг Хг®, выведем 5 точек а^, 
и образуюищх вместе с точкой вершины правильного 
шестиугольника* Проведем из точки ряд, параллельный 
аі^з, а из точки ряд, пара.і.чельный Эти два ряда 

пересекутся мевсду собой в точке а, так как сторона шести¬ 
угольника равна радиусу оиисіінпого круга, т, е, щ ^ = 

ащ ^ а а^ = а Но такой вывод противоречит поставлен по¬ 
му условию пересечепил X® с перпендикулярной к ней плос¬ 
кой сеткой, вне гомологической точки. 

Таким образом, X® не может пересекать нерпенднку,ілрпой 
к ней плоской сетки вне гомологической точки. Приняв 
уатювие пересечения X® с нерпендикулярной плоской сеткой 
в гомологической точке а, .мы не впадем уже в противоречие, 




Рис. 143. 





Элемеиты сймметрпп прострапствеипоГі решетки ЦЗ 


а потому как эігемент еи&шетриж лространс'і’вееяой ре- 
ше^гки, вполне возможна* 

В случае присутствия она всегда проходит через го^ 
мологичеекую точку перпендикулярной к ней плоской сетки, 
чем эта ось симметііии и охіич<аетсл от других, рассмотрен¬ 
ных памп, возмоясных д.ш пространственной решетки осей 
симметрии которые, так мы видели, могут пере¬ 

секать перпендикулярные к ним сетки и не в гомологиче¬ 
ских точках этих сеток* 

Если мы возьмем наименование оси симметрии > 6, то 
увидим, что все, выведенные из бетжайтей данной гомоло¬ 
гической точки (рис* 144), гомологические точки .., 
расположатся в верпіипах правильного ^шогоугольника, при- 
чеаь построив на рядах и параллелограмм, найдем 
гомологическую точку находящуюся ближе к чем 
что будет, во всяком случае, противоречить условию, Б виду 
этого, суідествование осей симметрии при п > 6, для про¬ 
странственных решеток невозможно* 

Таким образом, для прос'гранственяых решеток, а оедо- 
вательно и д,тя кристал.іических многогранников, возможно 
сундествоваше только Х^, Х^ и Х^* 

ІІосмотриіЕ теперь, какие оси сложной симметрии возмож¬ 
ны в качестве элезіентов симметрии пространственной ре¬ 
шетки. 



13: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 


в 
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шетрии, которая пересетется с осьіо сіііожиоё симметрии, 
паимеиования 2 л, в іючке О. Пусть в некоторой плоской 
сетке, лерделдвкулярной к и лежавшей ниже плоскости 
МN^ будет одна из ближайших гомологических точек к 
точке Ор пересечения :лч)й сс'гки с Вращая на угол 

и отфа^кая полученщчо точку в плоскости сложной сим¬ 
метрии, паходтш точку лежанку го в плоской сетке, па- 

ра.ілельной плоскости 31N и находящейся выше отой послед¬ 
ней* Пз точки вращением вокруг оси па угол 

получим точку йд, лежащую в той же перпендикулярной к 
плоской сетке, определяемой точками 

Точно таким же способом, из точки щ выведем точку щ, при¬ 
чем, обе эти точки будут леліач'ь в одной и іой же плоской 
сетке, перпевдикумярной к п определлемой точками 
«21 0^ и Ряды и лежат в параллельных друг другу 

сетках, а еледовательно, зш мояшм и в сетке ОіО^а^ про¬ 
вести через точки и два ряда, пара. 1 лельные ряду 
Угловое расстояние :мея{ду этими двумя рядами, как это 
ясно из рис* 145, определится величиной двугряпеого угла 

0^ Оз « 2 * Величина этого угла равна ^ * 

Если ЫН проведем из точек и ряды, параллельные 
ряду то из ряда выведется ряд, параллельный 

ряду путем вращ,еітя ряда вокруг некоторой 

оси симметрии лаимепования 2?^ на элементарный угол по¬ 
ворота, соответствуюиуій этой оси* Таким образом, при¬ 
сутствие оси аюлшой сю[>[етрии пекоторого наименовапия 
в пространствен пой репівтке равносильно присутствию оси 
сшпметрии того же наизіеиования* Так как наименование осей 
симметрии нространствепной репіетжп может быть только 
2, 3, 4 и 6, то пространстве иная решетка, следователыго, 
може^г обладать только двойной, четверной и шестерной 
осями сложной сим.^[ечфии* 

Возможность присутствия в простряпственной решетке 
плоскости сизіііеірии вполне очевидна и не т]Щбует особо¬ 
го доказательства* 
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При рассііотретиі сизіметрии параллелоэдров было уже до¬ 
казано, что все лара^тлелоэдры могут быть выведены из ти¬ 
пических, путем сдвигов и растяжепий. 11\ш таких сдвигах 
и растяжениях лш можем только понизить симметрию типи¬ 
ческого параллелоодра раз личной степени, в записи моет от 
і произведенной деформации. Сравнивая симметрию иараллело- 
I эдра и соответствуіоні;ей основной ячейки пространственной 
решетки, мм бидизіі, что симметрия их одинакова. 


9. ВОЗМОЖНЫЕ ГРАНИ И РЕБРА И ИХ ОТНОШЕНИЕ 
К ЭЛЕІІЕНТАМ СИММЕТРИИ КРИСТАЛЛА. 

Ес.ти мм имеем в ііространегвснпой решетке то взяв 
какие-нибудь две точки и (рие* 146) решетки, не ле- 
жаище на оси вы- 
ведезі из каждой точки 
путем враіцешл во¬ 
круг ряд, перпеп- 
дикуллрпый Оба 
выведенные ряда % 
и будут перпеп- 
дикуляриы к Иро- 
ведел! через тотеу 
ряд 02 % — пара.оель- 
иый ряду Три 


точки 


% и 

вполне и одиоздачпо 
определяют некото¬ 
рую плоскую сетку ММ просіфанс'гвенной решетки. Так как 
в этой сетке имеются 2 ряда %% и перпендикулярные 
к оси Ь% то и сама плоская сѳ'гка, определяемая этими ряда¬ 
ми, будет перпепдику^лярпа к оси 

Мы уже видели, при рассмотрении осей симме^грии наи¬ 
менования выше чем 2, возможных д.тя нроетранственной 
решетки, что периеядикулярео к таким осям всегда распо- 
лолшны плоские сетки данной решетки, т. е. возмоліные грани 
данного кристахіичеекого койшлекса. 



Рис* 146. 
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Положим, данная щзос/гранствеиная решетеа имеет 
Возьмем какие-нибудь две гойгологпяесіше точки решетки 
и (рис. 147), определяюпще ряд не параллельный и 
пе перпендикулярный к ЬК 

Бранная этот ряд воіфуг па элементарный угол поворота, 
сооіъетствутоіций этой оси, т. е. на 180^, выведем равный ему 
ряд Точки и % определяют такіке некоторый ряд той 
же дространствеішой решетки. Этот ряд будет перлепдпку- 
лярен оси и пересечет эту ось в точке Ь, находя имейся по- 
средиле между то^ікааш и Приняв ряды 
за сторопы нараллелограэгмов, построим сначала три параі- 
лелограша и а затем парахиеле- 

шіпед йі .,, Так как ряды щ и равшл и наі)а.ілель- 
ны друг другу, а ряд нерпендикуляреп Ь\ п]шчем точ¬ 
ка й^ выводится из точки йі враідением вокруг то и точ¬ 
ка % выводится из точки й^ 'гаішб враіцеііием вокруг оси 
нересекаюідей ряд в точке посредине между 
точками йѵ^ и Из этого ясно, что ряды й^й^ и бу¬ 
дут параллельны оси ЬК Таким обравозі, в криста.ілическом 
веіцестве, нанравлепил, лара.^іельиые будут всегда воз¬ 
можными ребрами далпого криста^тла. 

Как дш улш видели, в случае присуч'ствия і” в иростран- 
ствеплой решетке долясиы существовать плоские сетки, пер- 
депдикуллрные к этой оси симмефии. Если п ^ 3, то рас- 
положепие гомологических точек в плоских сетках, перпен¬ 
дикулярных к доляѵно быть таково, что очи і'очки будут 



располагаться в вер¬ 
шинах правильных 
треугольпиков. 



Рис І4 і 


Рис. ш. 
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Взяв гомологическую точку щ (рис, 148) па плоской сет¬ 
ке, лерпепднкулярпой к и проведя два ряда через точ¬ 
ку л блилѵЕЙтие к ней точки и щ той же плоской 
сеткп^ ми можезі пості)оитг, правпльпий треугольник 
проведя ряд через точки а 2 л Нд* Проведя через все гомо¬ 
логические точки плоской сетки ряди, параллелі^пые 
а^/7^ и « 3 %, лолутам плоскую сечку, состоящую из правиль- 
пик треугольников, в верпшпах которых будут пд.ходиті»ся 
все гомологаческпе то^ікп этой сетіш, Ес\ли мы предполошвм, 
что такая плоская сетка бескопечио велика, то цел^Г|>, каж¬ 
дого такого чреугольдпка, будет точкой лересечеппя пер¬ 
пендикулярной к плоской сетке. 

Взяв другую плоскую сетку, параллельщло первой и бли- 
;кайшуіо к ней, мы можем п в этой сетке посіроить такие 
;ке треуголышкп, причедг в центре калѵдого треугол[,тіка 
опять должна будет пройти тройная ось симметрии* 

Каждая такая ось совпадет с одной из осей, перпендику¬ 
лярных к первой плоской сетке* При этом возможны два 
случая: 1) осп, проходящие через центры тізеугольпиков пер¬ 
вой плоской сетки, пройдут через гомологические точки вто¬ 
рой сетки, 2) тройные оси слмметрпп снова пройдут через 
цен'гры треуголілтков второй плоской сетки. Заметим, что 
обе сетки параллельны друг другу, а следовательно, через 
каждую точку второй сетки мы зшжем провести ряд, парал- 
лслышй ряду, проведенлолгу 
в первой плоской сечке и с 
тем же иро.^іе жутком, как и 
в первой сетке* Если мы 
совзіестим вторую плоскую 
сетку с первой, производя 
движение по направлению 
то дл}[ первого случая 
получим такое расположение 
треугольников первой и вто¬ 
рой сетки, какое указано на 
рис* 140, где треугольники 
первой сетки иачерчепы снлоигными линиями, а треугольники 
второй яушсі'иром. Если мы возьмем третью сетку, ближай- 














118 


Строен пе кристаллического вещества 


Шую К второй, то в этой сс'гкс йш йюжем найти опять 
только такое раслоложехгие треуголглшков, как в первой плл 
во второй сетке* 

Взяв несколько б^іижайтих друг другу параллельных се¬ 
ток, йш увлдизг^ что каждая пройдет чеі)ез несколько го- 
моло гшіескнх точек т. е. будет возможным ребром кристалла» 
Во втором с^аучае располо^кение треуголі>іійков, лри еоичеіие- 
шіи всех плоских сеток движением по направлению X®, даст 
совмеіцепле всех треугольников каждой сетей с треугольни¬ 
ками других сеток. Ясно, чі‘о д.чя этого необходимо, чтобы 
на перпендикуляре, опуіцелпом из какой-нибудь точки пер¬ 
вой плоской сетки, находилась год[Ологическая точка кахк- 
доп плоской сетки, параллельной первой* Из этого за- 
кіючаем, что литіи, параллельные опя'гь должны быть 
всшможными ребрами кристаллического кодшлекса. 

Так как и в то же время являются и двойными 

осями еизглгетрии, а ЬІ тройная ось сюімеірин, то, следо* 
вательыо, ко всем этим ося^іі нри^іенимо то же самое вакліо- 
чеяис, какое зш выве*іи при рассмо^гі)спии атучаев и 
а именно; паправление, параллельное осям симметі)ии, есть 
возможное ребро криста*ілического комплекса, 

Ес*іи в даниой простііапственной реіііетке имеется плос¬ 
кость сим:ііеірвп Р, то из ка^кдой голгологической точіні, ее 
леікаіцей в этой плоскости, мы можем, но закону отражепия, 
вывести еіде одну точку, лежаи;уіо на перпендикуляре, опу¬ 
щенном из взятой точки на плоскость симметрии* Каждые 
такие две точки определят ряд проеграпственной решетки, 
перпендикулярный к Р. Взяв два чіших перпендикулярных 
Р и параллельных зіенсду собой ряда, мы получим некоторую 
плоскую сетку, лерлендикулярдую к Р* Заметим, что такие 
ряды мы можем получить, взяв две произвольные точки про- 
егранстеенноЁ решетеи» 

Положим, плоскость чертежа (рис, 150)— плоская сетка, пер¬ 
пендикулярная к плоскости симметрии данной ііростраиствен- 
пой решетки. Пусть ЖЖ— линия пересечения елоскоо сетки 
с плоскостью сиіяметрин Р. Возьмезі в плоской сетке какой- 
нибудь ряд пересекающий плоскость симметрии в точ¬ 
ке 5, и не перпендикулярный ЖЖ, Отразив точки и 
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В плоскости Р, по.тучиз[ точки и расстопше между ко¬ 
торым будет 5 по построению, равно расстоянию а[ежду точ- 
» ками «1 и щ. Проведете из точки щ ряд пара^тлельный 
I н заметим, что расстояние а^вг^ = с(^а^ = Соеди¬ 

ним прямой точки и Б виду равенства: 

'греуголышк будет равнобедренным, причем і ^ 

Из чертежа ясно, что: 

і а,Ы + і ШІ + і иN=^ 180 '" 

и і щ аі % + і + і = 180^, 

как сумма внутренних углов рнвпобедрениого треугольника 
Вычитая из первого равенства второе, получаем: 
і а^Л + і NЫ + ^кЬN^Іа^а^ + і + і а^аг,щ^ 
г^аметим, что углы гг^ща- и а^Ы равны, как углы с иарал- 
лельпыми сторонами. Кроме того, но ностроениго: 
ік Ь]>І ІІ^ Ы 

В виду ото го, из поаіеднего урав¬ 
нения, сократив его на равпые вели¬ 
чины, получаем : ікЬN = Из 

этого равенства заключаем о пара,ч- 
лельеости .линий МN к %%- Про¬ 
ведем через точку щ ряд на- 

ходяіцийся вне плоскости чертежа 
рисунка 150» Этот ряд снова опре¬ 
делит некоторую плоскую сетку, пер¬ 
пендикулярную к плоскости симме¬ 
трии Р, Б этой сетке мы можевс 
най'ги, путем только что приведеп- 
ного рассуждеріия, ряд парал¬ 

лельный данной плоскости симметрии 
Р* Два ряда %% и %а^, пересе- 
каюіииеся в точке %, оба параллельны 
плоскости Р и определят некоторую 
плоскую сетку, также параллельную 
данной плоскости симметрии прос^гран- 
Ственной решетки. Таким образом, 

мы видим, чго плоскости симметрии кристаллического ком¬ 
плекса являются всегда возможными гранями кристалла* 
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10* УЧЕШ1Е О СИ1ІГ0ІІИИ. 

Па основапни исаіедовавгия сиііметрин лросі’ранствеішой 
решеатіи, мы можем сделать вывод, чі’О Брлеталлы, вообще^ 
могут обладать только еледуюіі;’нми элементами симметрии: 

Ь\ Ь\ X®, и Р в ра^ымчиіііх возможных комби¬ 

нациях* Другими слова:іиі, кристахішческие много грап пики 
могут, по своей сИіМметрии, отыоситьсл только к тем видам, 
в которых встречаются толі.>ко выміеперечислештые элементы 
симмеірип и нп к каким ді^угим* 

Если мы пересмотриі[ все воэіѵсожпые виды симметрии, то 
увидим, что для кристахіов возможны только 32 вида симме¬ 
трии, а именно: 

о видов симметрии тетра:)дро-ОЕтаэдричсской систем],ь 
3 вида свмагетрин моногональной системы* 

7 видов силгметрии дигопалі,ной (системы* 

7 видов симметрии тригональиой системы, 

5 видов симметрии тетрагональной системы* 

5 видов сизіметрии гекеагональиой системы. 

Как мы уже виде*ш, в случае ирисутстаия определенных 
элементов симметрии, в лространствеппой реніетке должны 
быті» равные друг друі'у и иепараллелініые зіежду собой ряды 
гомологических точек* Эти ряды огфеделяш’ некоторые рав¬ 
ные по всем физическим свойеівам паправления в кристал- 
,оіческом веществе. Если в простраиствеилой решетке имеется 
какой-нибудь ряд гомологических точек, не имеюіцнй себе 
равных неііарал.те*н>ных рядов, то такой ряд определяет осо¬ 
бое направление, которое мы называем единичным* 

Мы можем сделать по*іиый вывод всех равных п единич¬ 
ных направлееий в кристалле, ес.іи толі.ко симметрия этого 
кристалла будет в точности установлена. На основании при¬ 
сутствия того и*ти другого ко.іичесчт5а единичных направлений, 
а также, па основании наименьшего количества равных на- 
яравледБП, все 32 вида симметрии, вонможнмх д.ігя кристал- 
.іических многогранников, делятся на 6 групп, дазывае^мых 
сингоннями (от іреч* б'и^^^оі^о^-родной}* Эти сиш’оннп сле¬ 
ду юіцие: 





Учение о синіовнн 
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1) Гексаэдричеекая сипгония, характер лзуюіцалсл отсут- 
етвиеіі едлянчпых направлений. Наименьшее ко-іичеетво ран¬ 
них направлений для этой сипгошн 3, 

Гексаэдрическап еипгонил состоит из всех 5-ти видов еи;и- 
метрни тетраэдро-октаэдрической сизгзіетрической системы и 
носит иаэвагіие гексаэдрической или кубической потому, что 
куб ЯБЛяетсл такой простой формой, которая возможна для 
каждого вида симметрии этой стшгояии. Три равные на¬ 
правления в двух видах симметрии геЕса:)дрической сингоыии, 
а имедпо в дитриоггаэдрическо^ѵі и пе/пагонально-триокта- 
эдрическом, совладают с 3 I/, Б остальных видах еимме- 
трпи эти три еанравлепия ~ 3 ЬК 

Общей характеристикой гексаэдрической сипгодии, с точки 
зрения элемешіъ симметі)ии, нрисутствутощих во всех видах 
симметрии 010 II сипі'онии, является 4 ЬК 

2) Гексагональная сиш’ония характеризуется присутствием 
одного единичного направления и нанмевыпим ко^тчесттіом 
равных направлений — 3, 

Гексагональная сикгония состоит из 12 видов симметрии, 
причем ив шіх 7 видов симметрии чрнгояальной симметри¬ 
ческой системы и 5 видов гексагональной, не содерліаіцнх 
Эти двенадцать видов еи.ммечрии разделяются гіа две группы, 
называемые гиносингониями (от греч, і&зг 6-под-), причем гекса¬ 
гональная гнлосиніюния характеризуется тем, что наименьшее 
число равных паправленпй, не перпендикулярных к единиЧ’ 
пому, будет 6, а в іригональной гнпосипгопии наименьшее 
чпСѵіо таких направлеішй — 3, Единичные направления во 
всех видах симметрии гексагональной сиягопіш еовнадают с 
направлением или если в виде симметрии нет ЬК 
Направления, повторяющиеся де больше трех раз, распо- 
ловісны перпендикулярно к единичному направлению. 

Что касается разделения видов симметрии по гипоеидго-* 
шлм, то к гексагональной гипосингоняи относятаі 7 видов 
симмеірии, а именно о видов симмеірни гексагоналзшой сим- 
:^іетрической системы и два вида симметрии тригональной си¬ 
стемы, характеризующиеся присутствием и перпендикуляр- 
кой к ней плоскости симметрии, Е тригональной гипоспнгонин 
относятся ост^иьные 5 видов еишіетрии тригона-іьной системы. 
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3) Те^грагональная сингоііия характери'^уетел одшім едн- 
пичЕым направлением и яанмеыыивм числом равных паправ- 
лений — 2. 

Е тетрагональной сішгоши относится 7 видов симлетуши, 
из Еоторнх 5 видов симмеірии тетрагональной симмстізи- 
ческоЁ системы, не содержащих и 2 вида симметрии ди- 
гопа-іьной симметрической системы, характеризуіопсиеся п])и- 
сутствием 

Единичное направление совпадает с или Равные 
направления, новторяюііщеся наймелыиее число раз, находятся 
в плоскости, перпендикулярной к ижі Что касается 
косых направлений, то эти направлелия, в кая:дом виде силгме- 
трии, повторяются :^[іінимум 4 раза* 

4) Ромбическая спегопил характеризуется тремя, взаимпо 
иерпендикулярнылш, единичныхми паправлелилми* Наимеігыііее 
числю равных направлений — 2. 

К ромбической сиигонии относится 3 вида симііетрии ди- 
тональной симметрической систезш: X® 2 Р, 2) 3 Х^ и 

3) ЗХ^ЗРе. Это будут, следовательно, те виды симметрии, 
Б которых нет Х^ и изіеется не менее З-х элементов простой 
симметрии* 

Во всех видах симметрии этой сингонии одно ия еди¬ 
ничных нанравлеиий совпадает с Х^. Два других, перпенди¬ 
кулярных к первому, едишічных направления в первом виде 
симметрии (X® 2 Р) находятся в плоскостях сиічмелрни, а во 
втором и третьем, так же, как и первое единичное напра¬ 
вление, “ совпадают с XI 

Равные направления, повторяющиеся в виде симметрии 
Х^ 2 Р два раза, находятся и*іи в плоскостях симметрии и*іи 
в плоскости, лерлендикулярноо к XI 

В виде симметрии 3 X® два раза новторлются все направ¬ 
ления, находяищеея в плоскостях, проходящих через две 
двойные оси симметрии (кроме самих Ь\ которые, как уже 
сказанОі будут единичными). 

В виде симметрии ЗХ^ЗРе наименьше число раз будут 
повторяться направлегая, совпадаюише е плоскостями сим¬ 
метрии* 
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6) МономиіГЕШі сиЕгопия характервзуетея одним единия- 
пым паправлеЕием и плоскостью единичных направлений, 
перпендикулярной к атому единичному направлению. Все 
другие паправленпя поверяются два раза. К ^шнок.шнной 
сіпсгонии относится 3 вида^ си:і[Л[етрии : 

1) Р — моногоыальной сиз^іметричеекой системы. 

3) Ь^Ре \ ~ дитональной симметрической систезіыЛ 

Все направления, совпадаюище и перпендикулярные эле-^| 
ментам простой еимме'ірпи, и.меюіп,имся в данном виде ШіАмё* 
трин ^іопоктимной сигпояии, будут единичными направле¬ 
ниями. Остальные направления повторяются два раза. 

а. Трик^типпая еингошя характери^]уетси тем, что все шь 
правления в кристаллах, отпосяіцихся к отой сингоііии, будут 
единичными. 

К этой сішгонии относятся два вида сиішетрни зіопото- 
нальной системы 1) (оо тУ) и 2) {роЫ^) = с, Равных на- 
нравяепий в іриклинной сингоейн нет. 

Все виды симметрии, возможные для криста л.лических ^то¬ 
го граппиков, и те простые <)іормы, которые имеются в кшілДо:^[ 
виде симметрии, пред ставлены на прилагаемых таб.жицах (5—9). 


і 


11. ПОДЧИНЕННОСТЬ ВИДОВ СИММЕТРИИ, 

в каждой СИЯГ01ШИ имеется один вид симметрии, подчи¬ 
няющий себе все осталіліые виды силпіетрии тон же сшнгонии. 
Эти иодчиЕЯЮіцие виды симметрии будут следуіопще: 

Гекеаэдрическая сингояия — дитіжоктаэдричесвий вид 
симметрии. 

Гексагональная сшгобия: 

Гексагональная гипосингония — дигекеагонально-дииира- 
мндальный вид симметрии. 

ТрйГОиа.іьпая гипосингонил — дигексагоніЕіьео-скаленоэ- 
дрБческий вид симметрии. 

Тетрагональная сингонвя— дитетрагонаіьно-динирамидаліі- 
пый вид симметрии. 

Моноклинная сишюшя — ромбопризматвческнй вид симме¬ 
трии. 
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Трпк.іяііпая еингоішл, — ітііакойда.іьный вид симметрии. 

ІІежду ’зтизпт под'гаиліощими видами еилгметрии рав^татиых 
сингоний имеетси опять связь подчинения а именно: ди- 
триоктаодрическому виду симме^гргги подчинены все 0(ітаяі>- 
ные, кроме дигексагона.ііьно-дипирамидадьного, а этому пО“ 
снедпему — все виды, кроі^ге дитриоктаэдрического и дите^іра- 
гонально-дипирамидальиого. 

Подчиненность ра:^личпых видов симметрии, возмояѵяых для 
кристаллических мяогограиыиков, изображена на прилагаемой 
таб.тице 3? 10. 


12. 11АРАЛЛЕЛ0ЭДРЫ Б РАЗІШХ ВИДАХ СІШГОНИЙ. 


В виду суіцеетвоваиил указанных выше взаизіоотпоіяеітіі 
подчиненности, мы можем ш типических первичных паралле- 
ло:>дров вывести, путем гомогенных деформаций, ряд паралле- 
лоэдров, относяіцихся по своей внеишей симметрии к другим 
сиигоішям. Для вывода таких парадлелоадров мм будем посту¬ 
пать поеледователько, а именно из типических первичных да- 
раллелоэдров выведем сначала все виды, отпосяи;иеея к тетра¬ 
гональной и гексагоііа.льЕОй сипгониям, путем одаого пря¬ 
мого растяжениіг по осям симметрии ]де п > 2. Из по¬ 
лученных параллелоэдров выведем нара^оелоэдры ромбической 
сипгоЕии путем растяліешія параллело:)дров тетрагоналгіпоіі 
и гексагональной сингоний по 

Из этих последних яарал.лело:здров мы тіожезг получить парал- 
лелоэдры моноклппгюй сингопип путем сдвига, плоскостью ко¬ 
торого будет служить некоторая плоскость, параллельная од¬ 
ной из причем иаправление сдвига будет Л, той же 
Наконец, и:з параллелоэдров моеок.оіпіюй спнгоыии, мы 
можем вывести паратлелоадры триклинной сиигонпи при 
помощи сдвига с произвольной плоскостью и направлением. 
Вообще, каждая еингония характеризуется рядом первичных 
» параллелоэдров, которые по своей впешней симметрии все 
будут относиться к одному И тому же виду сим:яетрии« 
Посмотрим теперь, какие параллелоэдры мы можем вывести 


I 


из типических, подвергая их последовательно различньыі го- 
могеппым деформациям. 

Ші КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 


к 


а 
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Подвергнув типический первичный паралледоэдр кубичес¬ 
кого типа строения растяжению по і*, 

1) из гексаудра — конбинацпю тетрагоиадьпой призмы и 
пипакоида, 

2) из ромбического додекаэдра комбинацию тстрагск 
пальноЁ призмы и тетрагюнальпой дипирамиды. 

3) из колгбинадии куба и октаэдра — комбинацию тетраго¬ 
нальной дипирами дм, тет|)агональной призмы и ішпакаида. 

Все выведеппые комбинации, по своей внешней сп^мме'грии, 
вне зависимости от величины растяжения, будут относиться 
к дитеірагопалііпо-дииирамидалыіому виду симмеіріш тетра¬ 
гональной синголии, а нмеішо будут иметь: 

Де(|)ормация растяліеішл по какого-нибудь типлчоекого 
тетрапараллелоэдра де изменит его симметрии, которая по 
прежлем)^ останется дпгексагональыо-діпшрамидальпого вида 
симметрии гексагоиальпой гиносишюнии, т* е. будет тіень 

е 7 Ра 

Подвергнув один из типических первичных параллелоэдров 
кубического типа гомогепной де<(юрмации прямого растяже¬ 
ния но одной ш трех осей получаем: 

1) из куба — ромбоэдр. 

2) из ромбического додекаэдра — комбинацию ромбоэдра 
и і'ексагональеой призмы. 

3) из комбипаіри куба и октаэдра — комбинацию двух 
ромбоэдров и пииакоида. 

Все выведенные комби[гации будут относитьсі( к дигекса- 
гопа.тьнон:калеиоэдрическому виду симметрии тригона*льной 
гпішсипголии т. е. будут иметь 3 3 Р. 

Д,чя вывода пара.оело:)дров ромбической сиягоиии, мы мо-. 
жем воспользоваться растяжением, по какой-нибудь из двой¬ 
ных осей симметрии, любого параллелоэдра гексагона.тгьной 
сингонии. Получаюіциеся, таким путем, иараллелоэдрн ром¬ 
бической силгошш обладаьот симметрией 3 3 Ре т. е. от¬ 

носятся к ромбо-дипирамида.льпому виду симметрии. 

Для вывода параллелоэдра моноклинной сиигонии доста¬ 
точно применить сдвиг к полученному иараллелоэдру ромби¬ 
ческой сиягоний, прячем направление такого сдвига должно 
быть перпендикулярпо к одной из трех параллелоэдра, 
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а плоскость сдвига — параллельна той же еа^шй двойной оси 
симметрии. Полученные параллелоэдры будут иметь I/ Ре^ 
ъ е, отпосятсл к ромбо-призматическому виду симметрии мо¬ 
ноклинной СИЯГОНЙИ, 

Для вывода параллелоздров ті)иішші{ой сингошт из па- 
раллелоэдров мококжылоіі сингояии применяется трикштшыо 
сдвиг. Плоскость :)того сдвига тгерпендикулярна плоскости 
симметі)ли деформируемого параллелоэдра мопоклпппой син- 
гопии, а паправленпе сдвига аіожет быть совертенпо про¬ 
извольным, Так как положеиие плоскости ірикіинного сдвига 
обусловлеио только ее перпеидику,лярностыо к плоскости 
симметрии моііокжнпого параллелоодра, а таких плоскостей 
может быть бесконечное множество, то ясно, что плоскость 
трик.шшіого сдвига не имеет какого-нибудь заранее опреде¬ 
ленного положения, причем это положепие мояіет быть нрра- 
циональпым, что обыкповеппо и наблюдается. 

Выведенные таким путем параллелоэдры триклинной сип- 
готши будут обладать только одним элементом симметрии^ а 
илсеыно центром обратного равенства и будут представляті. 
собою Ео>м:бпнацито трех, четырех, тести и.лп семи динакоидов. 

13, КОМІІЛЕЕСіиЛЫІАЯ СИММЕТРИЯ^ 

Так как после некоторой гомогенной де(І)орматщп данного 
многогранника, количество его граней и ребер остается тем 
же самым, каким оно было до его деформацип, и всякий много¬ 
угольник грапи остается многоуголг>яяком е тем же шіелом 
сторон, то все выведенные ко^ібинации будут лредставлять 
собою ііараллелоэдры с тем же количесатволі пар г]>аией, ка¬ 
кое они и меда и в тгатическом виде, пртшм все четырех¬ 
угольные грани останутся четырехугольными и после дефоі>- 
мацпи, а івестиуголыіые грашт — также останутся шестиуголь- 
нпка:іш е парами равных и нараллельдых сторон. 

Мы уже видеда, что симметрия основной ячейки про- 
странстъенной решетки одинакова с симметрией того типи¬ 
ческого первичного параллелоэдра, которым характерпзуется 
данная пространственная реіііе'гка. Кроме того, кагкдая про- 
страпственная решетта может быть вполне определена не- 
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которым элсменгарнын иараллелеішледом* Но мы злаем, па 
основалии свойств фигур, подвергнутых гомогенным дефор¬ 
мациям, что всякий иараллелеішііед сдвигами и растяяѵб- 
ииямй можно превратить в любой данный, 

і1:і атого й[ы заключаем, что при иомоіци го^^шгеиных де- 
(Іюрзіаций, ]ііы можем любой кристал^іический комплеЕс пре- 
вра'гить в данный, так как каждый кристалл xараЕте^шзуе^'Ся 
определенной тЕрострапстаенной іюміеткой. Такие превра¬ 
щения нрості^анетвеннмх і)еіііеток мы можезі осуществить 
такиѵе при помощи гомогенных де( 1 > 0 |)мациЙ 5 аналоі'ичпі^іх 
тем, которые .мы п]}нменя.т дліг выво.ід иараллелоэдров 
более низкой симметрии из иараллелоэдров более высокой 
симметрий, причем симзіеі’рия кристаллического колшлекса 
будет той же самой, как и симметрия харашгеіуизующего 
данный комплекс первичного иараллелоэдра* 

Таким образом, зіы ліояшм раз.шчать еледуюіцие 7 видов 
коміглексиальной симметрии: 

1) Дитриоктаэдричсскнй вид симметрии гексаэдрической 
сингошш ЗІ'ЫІ|бі^9Рс с тремя видами структуры куби¬ 
ческого типа, а имеигго: гексаэдрическим, додекаэд])ическизі 
и октаэдричесвнль 

2) Дигекеагоиальио-липира^шдалі>ный вид симметрии гекса¬ 
гональной гшшсннгопші Ц^\\І^іР€ с однйл! нризматііческнм 
видом структуры гииогексагогіалъного ттша. 

3) Дитригопа.тьно - скаленоэдрический вид симме'пяш 

чригоцалі>иой гииосингогіии со всеми возмолагыми 
видами струтегуры, 

4) Дитетрагопальпо - ,диіт]}аішд^ирриый Вид симметрии 
Ь^іЬ^ЪРб тетрагональной синто іш о с тремя видами струк¬ 
туры кубического типа- 

5) Ромбо-дшш]>амидальный вид симметіши З^^ЗРе ]юм- 
бической сиЕГОНии со всеми четырьмя видами структуры, 

6) Ромбо-привматическйй вид си^тметріік Ь^Рс моноклин¬ 
ной СИН 1 ЮНИИ тоже с четырьмя видами структ^^ры, 

7) Иинакойдальный вид симметі)Еи б тішклинной синію- 
ніт, для которого возмолнт все четыре вида структуры. 
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